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u?'. Introduction 

On montre ici comment transformer en programmes les démonstrations utilisant l'axiome 
du choix dépendant et l'existence d'un ultrafiltre non trivial sur N (qu'on peut, de plus, 
supposer sélectif 0). La méthode est une extension de la technique de réalisabilité en 
logique classique introduite dans [3,4,5], et de la méthode du forcing bien connue en théorie 
des ensembles. Pour simplifier un peu l'exposé, on prend comme cadre axiomatique, 
l'arithmétique du second ordre classique avec axiome du choix dépendant (qu'on appelle 
aussi Y Analyse). En suivant les idées développées dans [2], on peut étendre ce résultat à 
la théorie ZF (avec axiome du choix dépendant) en ajoutant l'axiome de l'ultrafiltre : " il 
existe un ultrafiltre sur toute algèbre de Boole " . On le fera dans un prochain article, où 
q\ ] on traitera également des axiomes comme : " il existe un bon ordre sur V(N) dont tout 

segment initial est dénombrable ", ou " il existe un bon ordre sur V(V(N)) ". 
En fait, il est clair que la même méthode permet de traiter l'axiome du bon ordre (c'est- 
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à-dire l'axiome du choix). Mais, à ce jour, je n'en ai pas rédigé la démonstration. 



La signification informatique de ces résultats est intéressante : on a vu, dans [3,4,5], 
que l'on pouvait interpréter l'axiome du choix dépendant en introduisant une nouvelle 
instruction de signature ou d'horloge. Pour interpréter l'axiome d'ultrafiltre ou de bon 
ordre, il faut maintenant ajouter des instructions de lecture et d'écriture dans une mémoire 
globale (appelée aussi " tas "ou " Random Access Memory "en informatique). 
Mais la manipulation logique de ces instructions n'est possible qu'au prix d'une extension 
de la réalisabilité classique ; c'est pourquoi on introduit la notion générale de structure 
de réalisabilité. 

Il est remarquable que les axiomes pour les conditions de forcing (semi-treillis) s'interprè- 
tent ici comme les indispensables programmes de gestion de la mémoire. Yves Legrand- 
gérard a fait le rapprochement avec les instructions telles que malloc et free dans le 
langage C. Or, la propriété essentielle de la mémoire globale est d'être indépendante de la 
pile, c'est-à-dire qu'elle n'est pas mémorisée par l'instruction ce associée au raisonnement 
par l'absurde. 

Il est amusant de noter que cela explique, a posteriori, une constatation empirique bien 
connue des théoriciens des ensembles, qui est le " parfum intuitionniste "du forcing. 



1 Un ultrafiltre U sur N est dit sélectif (voir [1]) si, pour toute relation d'équivalence sur N, dont 
aucune classe n'est dans M, il existe un élément de U qui choisit un élément de chaque classe. 
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Je remercie Yves Legrandgérard, dont les connaissances approfondies en programmation 
système et réseau ont été capitales pour l'appréhension du sens informatique des résultats 
énoncés ici. 

Nous comptons développer ensemble ce sujet dans un prochain article. 

La sémantique des programmes 
Structures de réalisabilité 

Une quasi-preuve est un À-terme t[xi, . . . ,x k ] avec la constante ce. Les variables libres 
de t[xi, . . . , Xk] se trouvent parmi xi, . . . , x k . L'ensemble des quasi-preuves est noté QP, 
l'ensemble des quasi-preuves closes est noté QP . 

Toute démonstration, en Analyse ou dans ZF, de Xi:A ± , . . . ,x k :A k h t:A donne une 
quasi-preuve t[x 1 , . . . ,Xk] (voir ci-dessous les règles de démonstration et de typage pour 
la logique classique du second ordre). 

Une structure de réalisabilité est la donnée de trois ensembles A, II, A * II (termes, piles 
et processus), avec les opérations suivantes : 

• Une application (£, n) i— > £ . 7T de Ax II dans II (empiler). 

• Une application (£, ir) i— > £ * n de Ax II dans A* II (processus). 

• Une application 7r i— > de II dans A (continuation) . 

Une substitution, notée [Ci/xi, . . . ,£, k /x k ] est, par définition, un ensemble fini de couples 
{(xi, £1), . . . , (xk, où xi, . . . , Xk sont des variables distinctes et £1, G A. 

On fixe un ensemble S de substitutions qui contient la substitution vide (notée []) et tel 
que si [Ç/x,Ç 1 /x 1 , . . . ,£ k /x k ] G S, alors . . . ,Ç k /x k ] G 5. 

• Pour chaque quasi-preuve t[xi, . . . ,x k ] et chaque substitution [£i/xi, . . . ,Ck/x k ] £ «5, 
on se donne t[£i/xi, . . . , G A. 

Remarque. Dans la plupart des structures de réalisabilité considérées ici, on pourra définir 
une opération binaire sur A, analogue à l'application dans les À-termes. Mais les axiomes de 
structure de réalisabilité ne comportent pas d'opération binaire sur A. 

On se donne un ensemble X de processus et on définit sur A une relation de préordre en 
posant : £ < i] <^> (W G II) (77 * 71 G X =>• £ * tt G X) . 

On suppose l'ensemble X saturé, ce qui veut dire qu'il a les propriétés suivantes : 

1. Si [fi/xi, • • • ,ik/x k ] G S et si & *7r G JL, alors x i {Ç 1 /x 1 , . . .,Ç k /x k ]-kn G JL ; 
autrement dit x^i/xi, . . . ,Ç k /x k ] < £j. 

2. Si [£i/a;i, . . . ,Çk/xk] G 5 et si, pour tous Ç[ < £1, . . . , Ç' k < £ fc avec [fi/xi, . . . G 5, 
on a t[i[/xi, . . . ,£' k /xk] *u[^[/x!, . . . . tt G X, alors tu[f i/xi, . . . ,£ fc /:r fc ] *tt G X. 

3. Si [fi/xi, . . . , £ fc /a; fe ] G 5 et si, pour tous f ' < £, £J < £1, . . . , f£ < £ fe 
avec [£/x,Ç[/xi, . . .,Ç' k /x k ] G S, on a t[Ç /x^Jx-l, . . . ,Ç' k /x k } * ir E ± 
alors Àxi[£i/xi, . . . , £fc/^fc] *Ç.ît G 1. 

4. Si [£i/xi, . . . , ik/xk] G 5, et si £ * k,,- . 7r G X alors cc[£i/xi, . . . , Ck/x k ] *(.ît G 1. 

5. £ * 7r G X =>• * £ . 7r' G X. 

En itérant la condition 3, on obtient : 

3. Si [fi/xi, . . . , Çk/xk] e5 et si quels que soient & < fi, . . . , < 6, rç£ < 771, . . . , 77,' < ^ 
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avec [ti/xu . . . ,£' k /x k ,rii/yi, ■ ■ ■ ,Vi/yi] G <S, on a t[gjxi, . . . , ÇJx k , rjfjyi, . . . , rfjyi] * ir G X 
alors Aj/i . . . Aj/j . . . ,£ fc /^fc] * »7i m . % e ±. 



Réalisabilité en arithmétique du second ordre 

Les formules considérées sont écrites en logique du second ordre, avec V, — > et _L comme 
seuls symboles logiques. Les variables d'individu sont notées x,y, . . . , et les variables de 
prédicats X, Y, . . . Chaque variable de prédicat (on dira aussi variable de relation) a une 
arité qui est un entier. Une variable d'arité est appelée variable propositionnelle. 
A chaque fonction / : N fc — > N est associé un symbole de fonction d'arité k, noté 
également /. 

On utilisera la notation Ai, A 2 , . . . , A^ — > A pour désigner la formule : 
Ai — > (A 2 — > ( >■ (A k — > A))). 

Un paramètre du second ordre d'arité k est une application X : N fe — > V(U). 

Une interprétation X est une application qui associe un individu (entier) à chaque variable 

d'individu et un paramètre d'arité k à chaque variable du second ordre d'arité k. 

I[x <— n] (resp. 1\X <— X]) est l'interprétation obtenue en changeant, dans X, la valeur 

de la variable x (resp. X) et en lui donnant la valeur n (resp. X). 

Pour toute formule A, on désigne par A x la formule close avec paramètres obtenue en 
remplaçant, dans A, chaque variable libre par la valeur donnée par X. 
On définit \\A I \\ C II pour toute formule A 1 close avec paramètres ; c'est la valeur de 
vérité de la formule A 1 . 

Pour f G A, f |f A 1 (lire " f réalise A 1 ") est, par définition, (Vvr G H^H) f *iGl. 
La définition de ||A X || se fait par récurrence sur la longueur de la formule A : 

• Si A est atomique, on a A 1 = . . . ,tfe)||, où X est un paramètre d'arité k et 
ti, . . . ,tk des termes clos d'individu, qui ont donc respectivement les valeurs ni, . . . , G N. 
On pose alors ||A X || = X(rii, . . . , n fc ). 

• \\(A^ B) T \\ est, par définition, {£ . tt; ^ |f- A x , vr G ; 

• || (Va; A) J || est, par définition, [j neN \\A T ^ n ^\\. 

• ||(VXA) J || est, par définition, Ulll^^lh X e P(n) Nfe }. 
Remarques. 

i) Si £ |f A x et alors Ç' |f A 1 . 

ii) On utilisera les notations \\\A J \\\ et Ç ||f A 1 si on a déjà défini une autre structure de 
réalisabilité. 

On donne ci-dessous les règles de démonstration et de typage en logique classique du se- 
cond ordre (voir [3,4,5]) ; dans ces règles, T désigne un contexte, c'est-à-dire une expression 
de la forme Xi : Ai, . . . , x n : A n . Dans une expresssion comme " t : A ", t est une quasi- 
preuve et A une formule du second ordre. 

1. T h Xi : Aj (1 < i < n) (Axiome 

2. T h t : A ^ 5, rhw:A =^ r h tu : B (Modus ponens 

3. T, x : A h t : B T h Xxt : A -> B (Introduction de - 

4. r h ce : ((A -> fi) -> A) -> A (Loi de Peirce 

5. T h t : A =>• rht:Va;A (resp. VX A) (Introduction de V 
si x (resp. X) n'est pas libre dans T. 
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6. r h t : Vx A =>- T h t : A[t/x] pour tout terme d'individu r (Elimination de Vx) 

7. T h t : VX A ^> T h f : A[F/Xxi . . . x&] pour toute formule F (Elimination de VX) 

Théorème 1 (Lemme d'adéquation). 

Si xi : Ai, . . . ,x k : A k ht : A, si [£i/xi, . . -,^ k /x k } G S et si & |f Af (1 < z < fc), 
ators . . . ,^/x fe ] |j- A x . 

En particulier, si A est close et si h t : A, alors t[£i/xi, . . . , Ç k /x k ] |f A pour toute 
substitution [£i/xi, . . . , Cfe/^fe] £ «5- On écrira cette propriété, en abrégé, t[S] \\- A ou 
même t \\- A. 

Démonstration par récurrence sur la longueur de la preuve de x\ : Ai, . . . , x k : A k h t : A. 
On considère la dernière règle utilisée. 

1. Axiome. On a |j- Aj et donc Xi[£i/xi, . . . , i k / x k] |f Af , d'après l'hypothèse 1 sur X 

2. Modus ponens. On at = w;ii: Ai, . . . , x k : A k h m : 5 — > A et t> : B. 
Etant donnée 7r G \\A X \\, on doit montrer (w)[£i/xi, . . . ,Ç k / x k ] * tt G X. 
D'après l'hypothèse 2 sur X, il suffit de montrer : 

u[Ç' 1 /xx,...,Ç k /x k \*v[Ç[/x 1 ,...,Ç' k /x k ] .ti G X 
pour ...,&< & avec [£i/xi, . . . , &/x fc ] G 5. 

Or, on a £j |f- Àf et donc ^ |f- Af, puisque ^ < Par hypothèse de récurrence, on a : 

ufêi/zi, . . . , ^/x fc ] If B 1 et par suite, . . . , ^/x fe ] . 7r G ||S X — > A x ||. 

Or, par hypothèse de récurrence, on a aussi «[^i/xi, . . . , £' k /x k ] |f B 1 — > A 2 , d'où le 

résultat. 

3. Introduction de — >. On a A = I? — > C, t = Xxu. On doit montrer : 

\xu[£i/xi, . . . ,Çk/ x k] |f~ B 1 — > C 1 et on considère donc £ |j- B x , n G ||C X ||. On est ra- 
mené à montrer Axw[£i/xi, . . . ,£k/ x k] * £ • 71 £ X. Pour cela, d'après l'hypothèse 3 sur 
X, il suffit de montrer u[Ç'/x, £[/xi, . . . , £' k /x k ] * n G X, quels que soient £' < £, £i < 

6, • • < £k, tels que [^/x,^[/x 1} . . . ,£fc/2fc] G 5. 

Or, on a £ |j- i? 2 et donc £' |f I? 1 , puisque £' < £. De même, |f- Af ; d'après l'hypothèse 
de récurrence, on a donc u[£'/x, C'i/ X i, • • • , £fc/ a 'fc] If" d'où ^ e résultat, puisque ix G ||C X ||. 

4. Loi de Peirce. On montre d'abord : 

Lemme 2. Soit A C H une valeur de vérité. Si n G A, alors k % |f ->A. 

Soient £ |f- A et p G LE ; on doit montrer k„- * £ . p G X, soit £ * 7r G X, ce qui est clair. 
C.Q.F.D. 

On doit montrer que cc[£i/xi, . . . ,Ç k /x k ) |f (-A — » A) — > A. 

Soient donc £ |f- -A — > A et 7r G ||A||. On doit montrer que cc[£i/xi, . . . , £, k /x k ] * £ . n G X, 
soit £ * k w . 7r G X. D'après l'hypothèse sur £ et 7T, il suffit de montrer que k„- |f- -iA, ce 
qui résulte du lemme [2j 

5. Introduction de V. On a A = VX B, X n'étant pas libre dans Ai. On doit montrer : 
t[Ç 1 /x 1 ,...,Ç k /x k \ |f (\/XBf, c'est-à-dire tfo/zi, . . . ,&/z fc ] |f 5^ avec = J[X 

Or on a, par hypothèse, & |f Af donc £j |f Af : en effet, comme X n'est pas libre dans 
Aj, on a || A? || = || Af || . L 'hypothèse de récurrence donne alors le résultat. 

7. Elimination de VX. On a A = B[F/Xx\ . . . x n ] et on doit montrer : 

t[fi/xi, • • • , £fc/x fc ] |f B[F/Xxx ■ ■ ■ Xn] 1 avec l'hypothèse t[^/x l} . . . , £ fe /x fe ] |f (VX B) 1 . 
Cela découle du : 
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Lemme 3. \\B[F/Xxi . . .x n ] J || = \\B\\^ X ^ où X : W -> P(II) est dé/im par : 
X(ki, ...,k n ) = llF^i-fci.-^-fcn] || _ 

Preuve par récurrence sur B. C'est trivial si X n'est pas libre dans B. Le seul cas 
intéressant de la récurrence est B = \/Y C, et on a donc Y ^ X. On a alors : 
\\B[F/X Xl . ..x n f\\ = \\{\fYC[F/X Xl . ..x n \) J \\ = \J y \\C[F/Xx x . . . x n ]™||. 
Par hypothèse de récurrence, cela donne [Jy ^C 1 ^^^^^]], soit [Jy \\C T ^ x ' r ~ x ^ Y '^'^\\ 
c'est-à-dire ||(VY C)^ x ^\\. 
C.Q.F.D. 

Définitions. 

i) La formule x = y est, par définition, \/X(Xx — > Xy). 

ii) Soit £ C A et X C II une valeur de vérité. On pose £ — > ^ = {£ . 7r; £ G £, tt G A'}. 
Cela permet de donner une valeur de vérité à des " formules généralisées " , du genre : 
VxVX[£(x,X) -> F{x,X)\. 

iii) Si t G QPo, on désignera par {t[«S]} l'ensemble {t[Çi/xi, . . . , £k/ x k]'i [£i/ x i, ■ ■ ■ , ik/ x k] £ 

iv) Certains éléments de A sont des instructions. On impose alors à X des conditions 
supplémentaires, qu'on appelle des règles de réduction, notées £*7r y £'*7r', ce veut dire : 
si £' * tt' G X, alors £ * 7r G X. 

Un premier exemple est donné dans le théorème El 

Théorème 4. On définit le prédicat binaire ^ par \\m 7^ n|| = II sz m = n et sinon. 
Alors : 

i) XxxI[S] \\-\fxWy[(x = y — > _L) — > x 7^ y] ; 
AxAyyx[<S] H-VxVy[x 7^ y — > (x = y — > _L)]. 

i) Il suffit de montrer XxxI[S] |j- (m = m — > _L) — > _L, ce qui découle de : 
h Xxxl : (m = m — > _L) — » _L et du théorème [T] (lemme d'adéquation). 

ii) On doit montrer XxXy yx[S] |j- _L, m = m — > _L et T, (T — > _L) — > _L ce qui découle de : 
h XxXyyx : _L, m = m — > _L, h XxXyyx : T, (T — » _L) — >■ _L et du lemme d'adéquation. 

C.Q.F.D. 

Théorème 5. Soient U = (u n )neN une suite d'éléments de A, et Tu, Su G A deux in- 
structions avec les règles de réduction : 

Tu * <p . v . tt y v * Su • <fi • uq . tt ; Su * ip • u n . tt y ip * u n+ \ . tt . Alors : 
Tu \r\/riiX[({u n } -> X),int(n) -> X]. 

Soient n G N, (f) |j- {«„} — * X, z/ |j- int(n) et 7r G X. On doit montrer * <fi . z/ . 7r G X, 
c'est-à-dire ^★S';/ . . u . 7r G X, d'après la règle de réduction de Tu- Comme v |j- int(n), 
il suffit de trouver un prédicat unaire Y tel que Su \\-Vy(Yy — > Ysy), \\-Y0 et 
Uq . tt G ||Fw||. 

On pose Yi = {u n ~i • tt} pour < i < n et ||Fï|| =0 pour i > n. 

On a u • tt G ||Fn|| par définition de Yn et |f- YO, par hypothèse sur 0. 

On montre Sjy Ij-Vi — > Ksi : c'est évident pour i > n, puisqu'alors ||Fsi|| = 0- 

Soient i < n, -0 |f- Fi ; on doit montrer Su * 4> • «n-i-i • 7r G X. D'après la règle de 

réduction de Su, il suffit de montrer ip *u n -i . tt G X, ce qui est évident, par hypothèse 

sur -0. 

C.Q.F.D. 



5 



Notation. Pour chaque n G N, on désigne par n l'entier de Church Xf\x(f) n x. 
On pose s = XnXfXx(f)(n)fx (opération de successeur dans les entiers de Church). 

Théorème 6 (Mise en mémoire des entiers). Soient T, S G A deux instructions avec les 
règles de réduction : T*(f).v.TTyv-kS.(f).0\\.TT; S-kip . s n 0[] . n y ip * s n+1 [] . n . 
Alors : 

i) T |f VIVn[({s n 0[]} -> X) -> (m<n) -> X)] 
et /[] |f VXVn[(m£(n) -> X) -> ({s n 0[]} -> X)] 
lorsque X est une variable propositionnelle. 

ii) T |f VX[Vn({s"0[]} -> In) -> Vn(znt(n) -> In)] 
et I[] |f VX[Vn(mt(n) -> In) -> Vn({s n 0[]} -> In)] 
lorsque X est une variable de prédicat unaire. 

Rappelons que la notation £*7r y Ç'-kir', utilisée pour les " règles de réduction ", signifie 
simplement : £' * 7r' G X Ç*tt G 1. 

i) Pour la première formule, il suffit d'appliquer le théorème |5] avec u n = s n 0[]. 

Pour la seconde, on a h s n : int(n), donc s n 0[] |f int(n) d'après le théorème [T] (lemme 
d'adéquation). Soient alors £ |f int(n) — > X et tt G ||I||. On veut montrer : 
Xxx[] -k £ . s n 0[] . 7T G X. D'après la propriété 3 de X, on doit montrer £' * s n 0[] . 7r G X 
pour tout £' < £, ce qui est évident, puisque £' * s n 0[] . 7r G X par hypothèse sur £. 

ii) Corollaire immédiat de (i). 
C.Q.F.D. 

La notation Vn mt F[n] désigne la formule Vn(int(n) — > i^[n]). Le théorème EJ^ii) permet 
de remplacer cette formule par Vn({s™0[]} — > ^[n]). Cette définition des quantifica- 
teurs restreints aux entiers a l'avantage de permettre des calculs de valeurs de formules 
beaucoup plus simples. C'est pourquoi nous l'utiliserons dans la suite. Elle a néanmoins 
l'inconvénient de dépendre de la structure de réalisabilité considérée, par l'intermédiaire 
de {s n 0[]}, qui contient la substitution vide. 

On considère un langage du second ordre pour l'arithmétique (avec symboles de fonctions, 
mais pas de constantes de prédicat), et le modèle standard pour ce langage (modèle plein, 
les individus sont les entiers, chaque symbole de fonction est interprété dans les entiers). 
Alors toute équation vraie Vxi . . . Vxk(t(xi, . . . , Xj.) = u(xx, ■ ■ ■ , £&)) (t, u étant des termes 
du langage) est réalisée par I[S\. En restreignant les formules à int(x), on remplace 
l'axiome de récurrence par les axiomes : 

A f = Va* . . .Vx fe (int(xi), . . . ,int(x fe ) -> int(/(xi, . . .,x k ))) 
pour chaque symbole de fonction /. On s'intéresse donc aux fonctions / pour lesquelles 
Af est réalisé (par une quasi-preuve close). Ce sont des fonctions récursives, puisque cette 
quasi- preuve calcule /. 

Pour réaliser Af, il suffit de le démontrer, en logique du second ordre, à partir d'équations 
vraies (qui comportent éventuellement des symboles de fonction autres que /). On peut 
ainsi utiliser les symboles pour toutes les fonctions arithmétiques usuelles. 
Pour le théorème [7] ci-dessous, on suppose l'existence des instructions suivantes : 

• Etant donnés £ G A et tt G II, une instruction notée £k„-, avec la règle de réduction : 

£k,r -k W y £ -k k n . W. 

• Une instruction notée V, avec la règle de réduction : 

V -k £ .Tj .Tt y TJ-k £k,r . 71. 
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Théorème 7. Pour X C II, on définit X G A en posant X = {k^; tt G X} . 
Alors, si X ,y G II, on a : 

i) i[s] \\- (-iX - y) - (x- -, y) ; 
a) v |f- (x- ^y)^ ((y ->#)->#). 

i) Soient 77 |f- ->X -^y,iiGXetpGy. On doit montrer que * r] . k n . p G _1L, pour 

toute substitution ç G S. Or, on a h I : — > 3^), -iA' — > 3^ et donc : 
J[ç] |f- (-1X — > 3^), — > 3^ d'après le théorème [T] (lemme d'adéquation). 
D'après le lemme [2], on a |f- ->X, d'où le résultat. 

ii) Soient £ |j- A? - — > 3^, ?7 |f- 3^ — ► X et 7r G X. On doit montrer que V * Ç . r] . n G JL, 
soit 77 *£,k n . ît 6 1. Il suffit donc de montrer ^k^ |f- y ; soit w G y . On a^k„.ro G 1, 
puisque G X~ ; d'après la règle de réduction de ^k^, on a donc t;k w * vj G JL. 

C.Q.F.D. 



Structures SRo et SRi 

On considère un modèle de réalisabilité usuel (voir[3,4,5]), donné par un ensemble saturé 
JL C A c x II. Les éléments de A c sont les À-termes clos comportant les continuations 
k^, les instructions ce, Xi x' 1 a (pour l'axiome du choix non extensionnel, lemme ES) • et 
éventuellement d'autres. Les instructions T, S (pour la mise en mémoire des entiers, 
théorème [6]) sont ici inutiles, car elles sont données par les deux quasi-preuves : 

To = XfXn((n)XgXx(g)(s)x)fO et Sq = XgXx(g)(s)x. 

Pour 7T G II et r G A c , n T désigne la pile obtenue en ajoutant r au fond de la pile tt, juste 
avant la constante de pile : 

si 7r = Çi £ n . 7r , où 7r est une constante de pile, alors n T = ^ . ■ • • . £ n . r . n . 

Les nouvelles instructions x-, x' on t les règles de réduction suivantes : 

X*£.7r r ^£*T.7r (lecture) ; x'*£«' r ' 7r ^£* 7r ' r (écriture). 
Cette structure de réalisabilité sera désignée par SR . On va en construire une nouvelle, 
que nous désignerons par SRi. 

On considère un ensemble P muni d'une opération binaire (p,p') pp', avec un élément 
distingué 1. Pour chaque p G P, on se donne un ensemble de termes C[p] C A c . 
On suppose qu'on a cinq quasi-preuves closes a;(0 < i < 4) telles que : 

r G C[pq] a r G C[p] ; r G C[pq] a\T G C[qp] ; 

r G C[p] a 2 r G C[pp] ; r G C[p(qr)} =^> a 3 T G C[(pq)r] ; 

r G C[p] =>- « 4 t G C[pl]. 

Dans la suite, on considère des expressions de la forme 7 = (a il )(a i2 ) . . . (a ifc ) 
avec < ii, . . . , ifc < 4, qu'on appellera une composée de ai (0 < i < 4). 
Une telle expression n'est pas dans A c , mais 7T G A c pour tout r G A c ; 
le terme 7T = (a^) . . . (ai fc )r sera aussi écrit (7)1". 

Lemme 8. On a six expressions 70, 71, 72, 73, 74, 75 <jw soni des composées de ai (0 < i < 3) 
ieZ/es que : 

r G C[pq] 7 r G C[p(pç)] ; r G C[(pg)r] =^ 71 ?" e C[pr] ; 
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r G C[(pq)r] =>• 7 2 r G C[qr] ; r G C[p(çr)] 7 3 r G C[g(rr)] ; 
r G C[p(gr)j 74 r G C[gp] ; r G C[(pg)r] 7 5 r G C[p(gr)]. 

On a r G C[pç] (a 2 )r G C[(pg)(pg)] =>> (a 3 )(a 2 )r G C[((pq)p)q)] 
=> (a )(a 3 )(oi2)r G C[(pg)p] => (a 1 )(a )(a 3 )(a 2 )T G C[p(pg)]. 
On pose donc 70 = (ati)(ato)(o!3)(at2). ^ n a : 

r G C[(pq)r] («i)r G C[r(pg)j (a 3 )(ai)r G C[(rp)g)] (a 1 )(a 3 )(a 1 )T G C[ç(rp)] 
(a 3 )(ai)(a 3 )(ai)r G C[(qr)p)) =>> (ai)(a 3 )(ai)(a 3 )(cti)r G C[p(gr))]. 

On pose donc 75 = (ai)(a 3 )(ai)(a 3 )(ai). 

Calculs analogues pour les 7$, 1 < i < 4. 
C.Q.F.D. 

Remarque. Soient . . . ,Pn)j u {pi, ■ ■ ■ ,Pn) deux termes écrits avec les variables p%, . . . ,p n , 

un symbole de fonction binaire et un symbole de constante 1. 

On montre facilement que, si la formule : Vpi . . . Vp ra [i(pi, . . . ,p n ) < u(p±, . . . ,p n )] 

est conséquence de : 

Vpiq\/r((pq = qp) A (p(qr) = (pq)r) A (pp = p) A (pl = p)), \/p\/q{p < q «-> pq = p), 
alors, il existe une composée 7 des Oj(0 < i < 4) telle que l'on ait : 
r G C[i(pi, . . . ,£>„)] =4> 7r G C[u(pi, . . . ,£>„)]. 

Pour chaque expression 7 qui est une composée de (0 < i < 4), on désigne par 7 
l'instruction dont la règle de réduction est : 

7 * £ . 7r T y £ * 7r 7r pour £ G A c et 7T G II. 
On peut, en fait, poser 7 = Àx(x)A|/(x'^)(7)?/- 
On définit une nouvelle structure de réalisabilité en posant : 

a = a c x p, n = n x p et a * n = (A c * n) x p. 

Les opérations sont définies comme suit : 

(£,p) • (n,q) = (Ç'*,pq) ; (^p)*(T,g) = (£*vr,pç) ; 
k Krt = (KiP) avec k* = Aa;(x)Ay(k 7r )(x / 2;)(74)î/. 

On prend pour S l'ensemble des substitutions de la forme [(£i,p)/xi, • • • , (£,k,p)/xk\- 
Soit une quasi-preuve dont les variables libres sont parmi x\,...,Xk- On 

pose : 

*[(£i>p)M, (£k,p)/xk\ = (f[îi/xi, ■ ■ .,£k/Xk],P) 
où . . . , Xk] G QP est obtenu à partir de t au moyen des règles suivantes : 
x* = x ; (tu)*=%t*u*; (Xxt)* = â 3 Xxt*[ 7 f 2 x/x, : y 1 x 1 /x 1 , . . . ,7^/^] ; 
ce* = Ax(x)Ay(cc)Afc((x'x)(7 3 )y)/c* avec fc* = Aa^A^fc)^)^)!/. 
Dans le cas de la substitution vide, notée [], on a t G QP et on pose t\\ = (t*,l). 

Les A c -termes ce* et k* s'exécutent donc comme suit : 

CC* * £ . 7T r y £ * k; . 7T^ T ; k; * £ . K7 T >- £ * 7T 74r . 

On pose JL = {(£ * 7T,p); p G P, (Vr G C[p]) £ * 7r T G X} (X est le sous-ensemble saturé 
de A c * Il qui définit la réalisabilité standard). 

La structure de réalisabilité que nous venons de définir sera désig née par SR4. 
Lemme 9. JL est un ensemble saturé, c'est-à-dire qu'il a les propriétés 1 à 5, page\^ 

1. Trivial, puisque x i [(£ 1 ,p)/xi, {Çk,P)/xk\ = (6>p)- 

2. L'hypothèse est t[(&j/)/xi, . . . , (&,p')/x k ] * u[{^p')/x u . . . , {Ç k ,tf)/x k \ . (vr, g) G JL 



8 



quels que soient (£l>p') < (Çi,p), • • • , (6fc,p') < fâfejP)- En fait, on utilisera seulement le 
fait que t[(Ç 1 ,p)/x 1 , . . . , (Ç k ,p)/x k ]*u[(Ç 1 ,p)/x 1 , . . . , (Ç k ,p)/ X k\ • (tt, ?) e X 
c'est-à-dire (t*[£ x /a;i, . . . ,Ç k /x k ) . . . ,Ç k /x k ) • n,p(pq)) G X. 

On doit montrer tu[(Çi,p)/xi, . . . , (£k,p)/ x k\ • l 71 ", g) G A; autrement dit : 

. . . ,^fc/x fc ] *7t,pq) G JL. On suppose donc r G C[pg], donc 7 r G C[p(pg)] 
d'où t*[^i/a;i, . . . ,^/x fc ] . . . . 7r 7or G X et par suite : 

(j Q t*u*)[£i/xi, . . . ,Çk/xtc] * tt t £ -IL, ce qui est le résultat voulu. 

3. On suppose t[(Ç',p')/x, (Ç[,p')/x u . . . , (Ç k ,p')/x k ] -k (vr,r) G X 
quels que soient (£',p') < (£,g), < (£i,p),- • • ,(6fc,P') ^ (&>!>)■ 

On doit montrer \xt[(£i,p)/xi, . . . , (£fc,p)/x&] * (£> <?) • (^j r ) £ A) c'est-à-dire : 
((Xxtyi^/xt, . . ■ *£• K,p{qr)) G JL ou encore : 

(â 3 Aa?t*[7 2 a;/a;,7 1 ^i/a:i, . . . ,7i&/z*] *É ■ n,p(qr)) e JL. 

Soit donc r G C[p(gr)]. On doit montrer ôë3Xxt*^f 2 x / x i 7! fiCi/ x h ■ ■ ■ iïi£k/ x k)*£ . 7r T G X 
soit t*[j 2 ^/x,%Ci/ x i, ■ ■ ■ ,ïiÇk/xk}*n a3T G X. 

Lemme 10. On a (T^pg) < (£,p) et (7 2 £,pg) < (£,g). 

Supposons (£,p)*(7T, r) G X, soit (£*7r,pr) G X. On doit montrer (7 1 ^,p<?)*(vr,r) G X, 
soit (7-^ * 7T, {pq)r) G X. On prend donc r G C[(pg)r], d'où 71T G C[pr]. On a donc 
£ * 7r 7lT G X, d'où 7 X £ -k 7r r G X, ce qui est le résultat voulu. 
Même preuve pour la deuxième partie du lemme. 
C.Q.F.D. 

On a donc {'J 2 £,,pq) < (£>?) j (sfidiPO) < (&;P) pour 1 < i < k. D'après l'hypothèse sur 

t, il en résulte que t[(j 2 Ç,pq)/x, (7i£i,P<?)M, {ï 1 Ç k ,pq)/x k )*(ir,r) G X, ou encore : 

(?\!72Ç/B,ïxÇi/x 1 ,...,ï 1 € k /x k ]*Tr,(pq)r) G X. 

Or, on a r G C[p(çr)], donc a 3 r G C[(pg)r] ; il en résulte que : 

1*^2^1 x -> TiCi/^i; • • • ^Ti^fc/^fc] * 7I " Q3r G X ce qui est le résultat voulu. 

Remarque. Lorsque k = (cas de la substitution vide), la preuve reste valable, avec p = 1. 

4. On doit montrer : 

(f , 9) * k (^,r) • (tt, r) G X ^ cc[(£ x , p)/aci, . . . , (£*, p)/ac fc ] * (f , g) . (tt, r) G X 
ce qui s'écrit (£, g) * (k*, r) . (7r, r) G X =>- (cc*,p) * (£, g) . (7r, r) G X, ou encore : 
(£*k;.vr,g(rr)) G X (ce* * £ . vr,p(gr)) G X. 

On suppose donc r G C[p(çr)], d'où 73T G C[g(rr)] et donc £ * k* . 7r 73T G X. 

D'après la règle de réduction pour ce*, on a donc ce* * £ . n T G X, ce qui est le résultat 

voulu. 

5- (£, g) * (tt, p) G X =^ (k*, p) * (£, g) . (ccj, r) G X c'est-à-dire : 

(£*7r,gp) G X =>- (k**£ . zu,p(qr)) G X. On suppose donc r G C[p(gr)], d'où 74 r G C[gp], 
d'où £ * 7r 74T G X. D'après la règle de réduction de k*, on en déduit k* -k £ . w T G X. 

C.Q.F.D. 
Notation. 

Dans SRi, on notera \\\F\\\ la valeur de vérité d'une formule close F (sous-ensemble de 
II = IlxP) et (£,p) \\\- F le fait que (£,p) G A réalise cette formule, c'est-à dire : 
V7rVg[(7r,g) G |||F||| (£*vr,pg) G JL]. 

Comme on veut utiliser, dans cette structure de réalisabilité, le théorème E] de mise en 
mémoire des entiers, on doit trouver, dans A, les instructions nécessaires. 
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Elles s'écrivent (T, 1), [S, 1), avec : 

T = p\f\n(n)SfO ; f3 est tel que r G C[l(p(gr))] C[g(l(p(lr)))]. 
5 = cïÀgÀx(<7)(s)x ; a est tel que r G C[lp] =4» «r G C[p]. 
On a alors, en effet, s n 0[] = (s n 0, 1) et : 

(z/,g)*(S,l).(<M.(0,l).(7r,r)GX =*► (T, 1) * . (i/, g) . (vr, r) G X. 

(^,p)^( S " +1 0,l).(7r,g)GX (S 1 , 1) * (ip, p) . (s ra 0, 1) . (ît, g) G X. 

En effet, ces conditions s'écrivent : 

(v* S .<j> .O.ir, g(l(p(lr)))) G JL (T *<j> .v l(p(qr))) G X. 
(V>*s n+1 0.7r,p(lg)) G X (S * ip . s n . tt, l(p(lg))) G X. 

Noter que sont des composées des «j(0 < z < 3). L'élément 1 n'a aucune propriété 
particulière et peut donc être pris quelconque dans P. 

On veut également pouvoir utiliser le théorème [7] ; pour cela, on remarque que cette 
structure de réalisabilité contient les instructions nécessaires. En effet : 

i) On définit une opération binaire sur A en posant : 

(£,p)(.Ti,q) = (r/s£v,PQ) p° ur fa?) e A - 

On a alors : 
autrement dit : 

[Ç,P)*(V,Q) • (7r,r) G X ^ {Ç,p){v,q)*(*,r) G X. 
En effet, ceci s'écrit (£ *77 . ir,p(qr)) G X =^ (75^ . vr, (pg)r) G X. 
On suppose donc r G C[(pç)r] ; alors 7 5 r G C[p(gr)], donc £ * 77 . 7r 75T G X, d'où 
75^77 *7r T G 1, ce qui est le résultat voulu. 

L'instruction cherchée est alors (^,p)^.( n ,q), soit (£,p)(k*,g) c'est-à-dire (75^*, pq). 
Remarque. L'opération binaire que nous venons de définir dans A n'est pas compatible avec la 
substitution dans les quasi-preuves, c'est-à-dire que : 

si (£,p) = t[(£i,p)/xi, {ik,p)/x k } et (77, p) = u[(£ 1 ,p)/x 1 , . . . , (Çk,p)/x k ], 
alors (Ç,p)(rj,p) / tu[(Ç 1 ,p)/x 1 , (Çk,p)/x k }- 

ii) L'instruction cherchée sera notée (V, 1) et doit avoir la règle de réduction suivante : 

• (77, g) • (7r,r) >- (r?,g)*(^,p)k(^) . (?r,r) 
autrement dit (77, g) * (Cp)^,.) • (tt, r) G X =>■ (V, 1) * (£,p) . (r/, g) . (77, r) G X. 
Or, ceci s'écrit (77 * 7 5 £k* . tt, g((pr)r)) G X =>■ (V * £ . r/ . 7T, l(p(gr))) G X. 
On suppose donc r G C[l(p(gr))] et on a donc 7T G C[g((pr)r)] pour une composée 7 con- 
venable des Œj(0 < z < 3). On veut montrer V*£ . 77 . n T G X et on a 77 *7 5 £k* . 7r 7T G X. 
On a donc (777) (75)^* * tt t G X et on peut donc poser : 

V = (x)\T\x\y(cc)\k((x')(ïy)(%)xk*)T 
où 7 est une composée des a,(0 < i < 3) telle que r G C[l(p(gr))] =^ 77 G C[g((pr)r)] 
et k* = \x(x)\y{k){x!x){^)y. 



Forcing 

Nous définissons ci-dessous deux classes de formules de formules du second ordre. Elles 
utilisent des variables d'individu x, y, . . ., des variables de prédicat X, Y, ... , X + , Y + , . . . 
(les variables X et X + ont la même arité), des variables de condition p,q, . . . Ce sont : 
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1. Les formules de forcing, ou formules de SRo, qui peuvent être interprétées dans SRo 
seulement. 

2. Les formules de SR\, qui peuvent être interprétées dans SRi seulement. 
1. Les formules de SR 

Les termes d'individu sont construits avec les variables d'individu x\, . . . , Xk, ■ ■ ■ et les 
symboles de fonction, qui sont toutes les fonction de N k dans N (k entier quelconque) 
dont on aura besoin (récursives ou non). Un terme d'individu sera noté t[xi, . . . ,Xk] ou 
t mt [x±, ...,Xk] s'il y a ambiguïté. 

Les termes de condition sont construits avec les variables de condition pi, ■ ■ ■ ,Pk, ■ ■ -, la 
constante 1 et un symbole de fonction binaire (par exemple {{pq)l){qp) est un terme 
de condition). Un terme de condition sera noté t\pi, . . . ,Pk] ou t \pi, ■ ■ ■ ,Pk] s'il y a 
ambiguïté. 

Les formules de SRo sont construites comme suit : 

• Les formules de SRo atomiques, de la forme : 

t int u int > x(4 nt , . . . t? u? et t p ^X + (tf-\ . . . où X est une variable de 

prédicat d'arité n, t int , M int , £\ nt , . . . ,t^ nt sont des termes d'individu et t p ,u p des termes 
de condition. 

La formule atomique t p £ X+(4 nt , ^ nt ) se lit " la condition t p s 'oppose à X+(4 nt , . . . , ijf*) " . 

• Si F et G sont des formules de SRo, alors F — > G en est une aussi. 

• Si F est une formule de SRo, alors C[t p ] — > F en est une aussi. 

• Si F est une formule de SRo, alors \/xF, Vx int F et Wp P F sont des formules de SRo 
(x est une variable d'individu, p une variable de condition). 

• Si F est une formule de SR et X une variable de prédicat, alors VX F et VX + F sont 
des formules de SR . 

Remarque. T et _L se trouvent parmi les formules atomiques : ce sont ^ 1 et ^ 0. 
On utilisera aussi deux sous-classes : 

i) Les formules de SR usuelles, construites avec les mêmes règles, sauf que l'on ne permet 
que les formules atomiques t mt ^ u mt , X(t 1 1 nt , . . . ,t^ nt ) et les quantificateurs Vx, Vx mt et 
VX. 

ii) Les formules de SR usuelles restreintes à N, sous-classe de (i) où l'on ne permet que 
les quantificateurs W nt et VX. 

Les formules de SRo prennent une valeur de vérité dans SRo, c'est-à-dire dans V(H) ; les 
variables de prédicat X varient dans SRo, les variables X + dans SRi. 
Soit donc F une formule de SRo close avec paramètres : il s'agit d'une formule de SRo, 
dans laquelle les variables libres d'individu ont été substituées par des entiers, les variables 
libres de condition ont été substituées par des éléments de P ; les variables libres X de 
prédicat n-aire ont été substituées par des prédicats de SRo, c'est-à-dire des éléments de 
V(Tl) Nn ; les variables libres X + de prédicat n-aire ont été substituées par des prédicats 
de SRi, c'est-à-dire des éléments de V(Ux P) N ™ . 

On définit sa valeur de vérité C II par récurrence sur la construction de F (comme 
d'habitude, Ç \\- F signifie (Vtt G *tt G X) : 

• Si F est atomique de la forme t ^ u, alors t, u sont des termes clos d'individu ou de 
condition. Ils ont donc une valeur dans N ou P ; \\t ^ u\\ est ou II suivant que ces 
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valeurs sont distinctes ou non. 

• Si F est atomique de la forme X(t%, . . . , t n ), alors X G V(Tl) m " et t%, . . . , t n sont des 
termes d'individu clos, donc ont une valeur dans N . . . . ,t n \\ est alors défini de 
façon évidente. 

• Si F est atomique de la forme £ P £X + {t\, . . . , t n ), alors X + G P(IIxP) N " et t\, . . . , t n 
sont des termes d'individu clos, donc ont une valeur dans N . On a donc X + (ti, . . . , t n ) C II x P. 
Or, t P est un terme de condition clos, donc prend une valeur g G P. On pose alors : 

||t p ^x+(t 1 ,...,t„)|| = ||F|| = {.en ; (7r,q)ex+(t l ,...,t n )}. 

• Si F = G -> H, alors ||F|| = {£ . tt; £ |f- G, tt G \\H\\}. 

• Si F = C[t P ] -> H, alors ||F|| = {£ . tt; £ G C[q],n G ||#||} (g G P est la valeur de t P ). 

• Si F = VxG, alors ||F|| = (J \\G[n/x}\\. 

neN 

• SiF = Vx int G, alors ||F|| = |J{s n 0.7r; tt G ||G[n/x]||}. 

neN 

• Si F = Vp p G, alors ||F|| = \J \\G\p)\\. 

• Si F = \fX G, où X est une variable de prédicat n-aire, alors ||F|| = |J \\G[X/X]\\. 

xev{uy in 

• Si F = WX + G, où X est une variable de prédicat n-aire, alors ||F|| = (J \\G[X/X]\\. 

Le lemme [TT] montre que la formule t ^ u a bien la signification voulue. 
Lemme 11. 

Soit t = u la formule t ^ u —> _L. Alors, pour toute formule F de SRo, on a : 
\x\y{cc)\k{x){k)y |f- Vx m V?/ mt [x = y,F{x) -> F(y)] ; 
AxAï/(cc)AA;(x)(A;)2/ |f-Vp p Vç p [p = q, F(p) -> F(ç)]. 

Les deux énoncé se démontrent de la même façon. On montre le deuxième : 
Soient p, çGP;£ If-p^g— > J_ ; 77 |f- FQo) et n G ||F(ç)||. On doit montrer que : 
\x Xy (ce) Xk(x)(k) y * £ . r\ . tt G JL, soit £ * . ttG 1. 

C'est immédiat si p 7^ g, car alors £ |f- T — > _L. Si p = q, alors = donc 

r] -k tt G JL, d'où k^r/ |f- _L. Mais £ |f- J_ — > J_, d'où le résultat. 
C.Q.F.D. 

2. Les formules de SRi 

Les formules de SRi sont construites comme suit : 

• Les formules de SRi atomiques, de la forme t 7^ u, X(ti, . . . , t n ) et X + (ti, . . . ,t n ), où 
X est une variable de prédicat d'arité n et t, u, t±, . . . , t n sont des termes d'individu. 

• Si F et G sont des formules de SRi, alors F — > G en est une aussi. 

• Si F est une formule de SRi, alors VxF et Vx mt F sont des formules de SRi. 

• Si F est une formule de SRi et X une variable de prédicat, alors VX F et \/X + F sont 
des formules de SRi. 

Remarque. Les formules usuelles de SRo sont dans cette classe : ce sont celles qui ne compor- 
tent pas de formule atomique de la forme X + (t\, . . . ,t n ) ni de quantificateur VX + . 



12 



On utilisera aussi une sous-classe : 

Les formules de SRi restreintes à N, construites avec les mêmes règles, sauf que l'on ne 
permet que les quantificateurs W nt , VX et VX + . 

Remarque. Les formules restreintes de SRo sont dans cette classe : ce sont celles qui ne 
comportent pas de formule atomique de la forme X + (ti, . . . , t n ) ni de quantificateur VX + . 

Les formules de SRi prennent une valeur de vérité dans SRi, c'est-à-dire dans P(IlxP) ; 
les variables de prédicat X varient dans SR , les variables X + dans SRi. 
Soit donc F une formule de SRi close avec paramètres : il s'agit d'une formule de SRi, 
dans laquelle les variables libres d'individu ont été substituées par des entiers, les variables 
libres X de prédicat n-aire ont été substituées par des prédicats de SR , c'est-à-dire des 
éléments de P(IT) Nn ; les variables libres X + de prédicat n-aire ont été substituées par 
des prédicats de SRi, c'est-à-dire des éléments de P(IlxP) r . 

On définit sa valeur de vérité |||P||| C IlxP par récurrence sur la construction de F (bien 
entendu, \\\- F signifie V7rVg[(7r, q) G |||F||| (£,p)*(7r, q) G -W-]) : 

• Si F est atomique de la forme t ^ u, alors t, u sont des termes d'individu clos, donc 
ont une valeur dans N ; 7^ est ou IlxP suivant que ces entiers sont distincts ou 
non. 

• Si F est atomique de la forme X + (t 1: . . . , t n ), alors X + G V(TlxP) Nn et t 1: . . . , t n sont 
des termes clos, donc ont une valeur dans N. On a donc X + (t 1 , . . . ,t n ) C IlxP ; cela 

définit p: + (ti,...,* n )|||. 

• Si F est atomique de la forme X(ti, . . . ,t n ), alors X G V(Jl) N ™ et ti,...,t n sont 
des termes clos, donc ont une valeur dans N. La valeur ||X(£i, . . . , t n )\\ dans SR est 
alors définie de façon évidente. Sa valeur |||X(ii, . . . , t n )\\\ dans SR\ est définie par 
\\\X(t 1 ,...,t n )\\\ = \\X(t 1 ,...,t n )\\xP. 

. Si F = G ^ h, alors |||F||| = {(Ç,p) . (tt, q); (Ç,p) ||f- G, (tt, q) G |||-P|||}- 

• Si F = Va; G, alors |||P||| = |J \\\G[n/x] \\\. 

neN 

• Si F = \/x int G, alors |||P||| = [j {(s n 0, 1) . (tt, q); (tt, g) G \\\G[n/x] |||}. 

• Si F = VX + G, où X est une variable de prédicat n-aire, alors |||P||| = [J IHGfA'/X] |||. 

xeV{UxP) Nn 

• Si F = \/X G, où X est une variable de prédicat n-aire, alors |||P||| = \\\G[X /X}\\\. 
Définition du forcing 

Considérons une formule F de SRi et soit p une variable de condition. 

On définit, par récurrence sur F, une formule de forcing (formule de SRo) notée p \\-^F 

(lire " p force F " ) . 

• Si F est atomique de la forme X + (t 1: . . . , t n ), on pose : 

pt f X(t u ...,t n ) = \/q p {C[pq}->qéX + (t u ...,t n )}. 

• Si F est atomique de la forme X(ti, . . . , t n ), on pose : 

p yt- f x(ti,...,t n ) = c\p]^x(t u ...,t n ). 
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• Si F est atomique de la forme t ^ u, on pose : 

p \\- f t ^ u = C[p] —ït^U. 

• P If f G -> # = Vg p {(g |f / G) -> (pg |f 

• p |f NxG = Vx(p \^ f G). 

• p |f Nx mt G = Vx mt (p |f f G). 

• p |f Nx + G = VX+(p MG). 

• p |f %G = VX(p |f 

On considère, dans la suite, des formules de SRi closes, à paramètres X 1 , . . . , X k dans SRi 
et Yi, . . . ,Y[ dans SR . 

On les écrira F[X U . . . , X k , Y 1 , . . . , F,], au lieu de F^/Xf, . . . , Fi/Yi, . . . , F,/lfl . 

Un paramètre (constante de prédicat d'arité n) de SRi est une application A : N n — > 

p(nxP). 

Un paramètre de SR est une application Y : N n — > "P(Il). 
On écrira donc, en abrégé, p |f . . . , A^, F l5 . . . , Yi]. 

Par exemple, si X G P(IlxP) N (prédicat unaire de SRi), alors : 
p |f Xn est la formule de forcing Vg[C[pg] — > ç^AVi]. 

Remarque. Une formule atomique de la forme t ^ u est alors de la forme -X"(i, u) où X : N 2 — » 
^(n) est défini par X(m, n) = si m / n et X(m, n) = II si m = n. 

Etant donnés une telle formule F[X±, . . . , X k , Y 1: . . . , Y t ] et p £ P, on définit une valeur 
de vérité de SR (sous-ensemble de II), notée ||p |f 'F||. 
On pose : 

\\ph'F\\^\J{7r T ;reC\p q i(n, q )e\\\F\\\}. 

q&P 

Lemme 12. Pour £ G A c et p G P , on a (£, p) ||f F <^> £ |f (p |f 'F) . 

En effet, la condition (£,p) ||f F s'écrit V7rVç{(7r,g) G |||F||| =^ (£,p)*(tt,ç) G JL}, 
c'est-à-dire Wn\/q\/r{q <E P ,r <E C[pq], (n,q) G |||F||| =>- £ * 7r T G X}. Par définition de 
||p f 'F||, cette condition équivaut à \/w{w G ||p |f 'F|| =>- £ * tu G X). 
C.Q.F.D. 

Théorème 13. 

Poîir chaque formule close F[X\, . . . , A^, Fj, . . . , Yj\ de SR\, à paramètres Xi, . . . , X k dans 
SRi et Yi, . . . , Y\ dans SRq, il existe deux quasi-preuves closes xf, Xf telles Q ue ■' 

XF |f [(P |f f F) -> (p |f 'F)] et X 'f If [(P H-'^) - (p h f F)}. ' 
Xf et x'f ne dépendent pas des paramètres et des termes présents dans F. 

On le montre par récurrence sur la construction de la formule F. 

• Cas où F = \/x G. On a alors : 

Iblr-'^ll = U^" r G <W,(7r,g) e ll|VxG|||} = |J K; r G C[pç],(tt,ç) G 

g6P 9 6P,nGN 

\\\G[n/x}\\\}, 
et donc : 

lb h'F\\ = [j\\P h'G[n/x]\\. 
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On a aussi : 

lb h f F\\ = \J\\P h f G[n/x]\\. 

L'hypothèse de récurrence donne alors immédiatement le résultat, si on pose : 

Xf = Xg et x'f = Xg- 

• Cas où F = VX G ou bien F = VX + G. Même démonstration. On a encore : 

Xf = Xg et x'f = Xg- 

• Cas où F = Vx int G. 

On a |b h'F\\ = \J{^; r G C[pg], (tn,q) G |||Vx int G|||} = 

g<EP 

|J W T ; r G C\pq),(m,q) G |||{(s n 0,l)} - G[n]|||}. On a donc : 

g6P,neN 

(1) IHK^H U {s n 0.^;reC[p(l q )],(7r, q )e\\\G[n]\\\}. 

q€P,n£N 

Par ailleurs, par définition de ||p |f F\\, on a : 

(2) |b If-^H = IJ HKO} - (p h f G[n})\\ = [j{s n 0.n; vr G |b h f G[n]\\}. 

raGN raGN 

i) Par hypothèse de récurrence, on a xg |f (p |f f G[n\) -> (p |f G[ti]). Posons : 

Xf = AxAn(âxc)(^)^ 
où a est une composée des «j(0 < i < 3) telle que r G C[p(lg)] =^ G C[pg]. 
Soient £ |f (p |f y F) et s n 0.7r T G ||p |f avec r G C[p(lç)] et (vr, g) G \\\G[, 
(d'après (1)). On doit montrer xf • s n . tt t G 1. 

Or, on a ar G C[pg], donc 7r ar G \\p \\- G[n]\\, par définition de \\p |f G[n]||. 

On a aussi £ |f ({s n 0} — > (p |f G[n])), d'après (2) et l'hypothèse sur £. 

Donc (£)s n |f (p |f G[n]) ; l'hypothèse de récurrence donne alors : 

Xg * (O^^û • naT e On a donc bien xf * £ • s n Q . 7r T G X, d'après le choix de xf- 

ii) Par hypothèse de récurrence, on a x'g |f b If 'CM) -> b h f G[n]). Posons : 

X F = \x\n(x' G )(â)xn 
où a est une composée des «j(0 < i < 4) telle que r G C[pg] =^ G C[p(lg)]. 
Soient £ |f (p |f F) et s n 0.n E \\p |f / F||, avec tt G ||p |f / Gb]|| (d'après (2)). 
On doit montrer x'f * £ • S ™Q • tt G X. 

Or, d'après (1), ona(* s n . 7r T G ± si (7r, g) G |||G[n]||| et r G C[p(lg)]. On a donc : 
(ô£)s"0*7r r G X si (-7T, g) G |||G[n]||| et r G C[pg)] (car alors ar G C[p(lg)]). 
Il en résulte que (â£)s n |f (p If" G[n)). L'hypothèse de récurrence donne alors : 
Xg * (ô^;) s "'0 .i G 1, d'où le résultat. 

• Cas où F = G^H. 

i) Soit a une composée des a;(0 < i < 3) telle que r G C[p(gr)] =>• ar G C[(pg)r]. 

Soient £ |f (p |f / G -> H) et ro r G ||p |f '(G — 

On a donc r G C(pg') et (w,q r ) G |||G — > 

Donc w = r] . tt, q' = qr, (rj, g) ||f G et (7r, r) G |||iï|||. 

D'après le lemme [T2l on a 77 |f (g |f G). L'hypothèse de récurrence donne donc : 
Xg 7 ! If" (<? H — <j) , d'où (Ç)(x'g)v If" (PQ If" H)- L'hypothèse de récurrence donne alors 
(Xh)(0(x'g)v If (pq h'H), donc par le lemme O ((xh)(Q(x'g)v,P<i) \h H - 
Il en résulte que {(xh)(0(Xg) t } * 7r ) G°<?) r ) e 
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Comme r G C[p(gr)], on a ar G C[(pg)r)] et donc (xh)(£,)(x'g)V * 7r ° !T e 
Posons : 

Xf = (â)AxAî/(x//)(x)(x' G )î/. 

On a alors xf * £ • roT — Xf * £ • *7 • 71 " T ^ (x#) (£ ) (x'g)v * ^ £ -IL et donc : 
XFh[( P h f G^H)^(p\^'G^H)]. 

ii) A l'aide de l'hypothèse de récurrence, on montre d'abord le: 

Lemme 14. Si £ |f- (p \\-'G — > H) et r] |f- (q \\- G) alors ((x£)(xg)v |f" (pi \\~' H) ; 
a est une composée des 0^(0 <i<3) telle que r G C[(pç)r] =>• ar G C[p(gr)]. 

Soit p T G ||pg |f- if ||, c'est-à-dire qu'on a r G C[(pg)r] et (p, r) G |||-H"|||. 

Par hypothèse de récurrence, on a xg 7 ? If - (q If - G) et donc (xgVi <?) III - G d'après le 

lemme [T2l 

On a donc (xgP • P, <? r ) G |||C - * -ff |||- 

Par ailleurs, on a ar G C[p(qr)] et donc xgV • P ar £ ||p If - 'C - * -fail- 
li en résulte que £ * XgP • P° r G X et donc (ô^Xxg) 7 ? * p T G X. 
C.Q.F.D. 

Soient alors £ |f- (p |j-'G -> if), |f- (g |]- / G') et vr G ||pg |f- / J f7||. 
Par hypothèse de récurrence, on a x'h If" G°<? Il - '-^) ~^ ll - ^)- 

D'après le lemme [T4"l il en résulte que Xh*(®Ç)(Xg)v . ît 6 1 ; on a donc Xf*£ • ^ • tt G X 
avec x'f = ^\y{x' H ){âx){xG)V- 

• Cas où F = X(ti, . . . , tfc). On a alors : 

\\P h fF \\ = \J{r.7i;rEC[pq} , (vr, q) G ||| X{t t , . . . , t k ) |||} et 

q£P 

\\P \\~ 'F\\ = |J {vr- r G C[pç] , (vr, q) G ||| *(t lt . . . , t k ) |||}. 

On a donc xf = X et x'f = x' ■ 

• Cas où F = X(ti, . . . , tk). On a alors : 

||p H- = {r.vr; r G C[p] , vr G ||X(t 1; . . .^ fc ) || } et 

IMf-'^ll = U^" r G C N]>,<?) e IIIX^,..., 4)|||} = |J {vr- r G C[pg],7r G 

ITOi,-..,4)ll}. ^ 

On a donc xf = ^x(x)^y{ x )( a o)y et x'f = -^^(x'^X ^)?/ °ù a o et a 4 sont tels que : 
r G C[pq] a r G C[p] ; r G C[p] =>- a 4 r G C[pl]. 
C.Q.F.D. 

En appliquant le lemme [TU on en déduit : 
Théorème 15. 

Pour chaque formule close F[Xi, . . . , Xj., Yi, . . . , Kj] de 57? 1; à paramètres X\, . . . , X k dans 
SRi et Yi, . . . ,Yi dans SRo, il existe deux quasi-preuves xf, Xf> Q u ^ ne dépendent pas des 
paramètres et des termes présents dans F, telles que : 
£HHf^) (XFÏ,P) \h F et (£,p)||fF x'^lf^lf^)- 

Proposition 16. 

Soit F[Xi, . . . , Xk, Y\, . . . , Yi] une formule close de SRi, à paramètres Xi, . . . , X k dans 
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SRi et Yi, . . . , Yi dans SRq. On a alors : 
MXf)(Ïi)(Xf)x |f [(p |f J F) - (pq |f f F)} ; 
Mx'f){Ï2){xf)x |f [(p h S F) - (gp h f F)}. 

Si£ |f- (p |f * F)i 011 a ((Xf)Ç,p) ||f F (théorème [T5j). donc l i~, )( \ i )C. pu) ||f F (lemm ^TÔj) . 
D'où (x'f)(Ji)(Xf)£, |f (p? If On en déduit le premier résultat voulu. 
Même preuve pour le second. 
C.Q.F.D. 

Théorème 17. 

Soit F\Xi, . . . ,X k ] une formule close usuelle de SRq. U existe deux quasi-preuves closes 
X %Xf telles que ( X %X F ) If (P If f F\X u . . . ,X k ]) <- (C[p] - F[X 1; . . . ,X k ]). 

On a utilisé la notation (£, 77) |f- -4 <-> F pour exprimer que l'on a £ |f- A — > B et 
77 |f S -> A 

Preuve par récurrence sur F. 

• SiF = X(*i,...,t ft ), plf^est C[p]^F. 

• Si F = Wx G, p |f F est Vx(p |f G[n/x]). On peut donc prendre x% = Xg e ^ Xf = Xg- 

• Si F = VX G, même démonstration. 

• Si F = Vx int C?, on a : 

||p h f F[X h ...,X k }\\ = \J \\{s n 0} -> (p H-^Xi, . . . ,X k })\\ et 
HC^^FfX!,...,^]!! = |J \\Cip],{ 8 n 0}^G[n } X 1 ,... } X k ]\\. 

On pose x°f = ^XyXz((x°G)( x ) z )y et Xf = ^v{Xg)^ z { x ) z V- 

• Si F = 67 ^ F, on a ||p |f f (G -> F") || = (J || (g |f J G) -> (pg |f f H) \\. 

q&P 

Donc, si a,P, 7 sont des combinaisons des aj(0 < z < 3) telles que : 

r G C[pç] ^ar6 C[p], /3r G C[g] et r G C[p] =>- 7T G C[pp], on peut poser 

X° F = XxXyXz((xH)(x)(xh) Xd z )(l)v et Xf = ^Xy(xH)Xz((x)(a)z)(x° G y)(l3) z - 
On le vérifie facilement en montrant que : 

Xf If [(p h f G{X u . . . ,J k ]) -> (pp |f ^jXi, . . . ,X k ])],C\p], G\Xi, . . . , X fc ] - H\X X , ...,X_ k 
X F |f {C[p], G{X l7 ...,**]- H[X U ...,X k ]}, (q |f f G[X u . . . , X,]) -> (pq |f % fX x , . . . , X h 
C.Q.F.D. 



Théorème 18. 

Soit F[Xi, . . . ,X k ] une formule close usuelle de SRq. Il existe deux quasi-preuves closes 
X%i X~F' ne dépendent pas des paramètres de F, telles que : 
(£,p) |f FtX u _..,X n )_^ xU |f C[p] ^F[X 1; ...,X n ] ; 
C If- C[p]^F[X u ...,X n ] =► (x F ^p)\hF[X 1 ,...,X n }. 

Corollaire des théorèmes [15] et [T71 
C.Q.F.D. 
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Le générique 

Dans la suite, on va considérer certaines fonctions : P k — > P. On considère alors une 
telle fonction comme un symbole fonctionnel, qui permet donc de construire de nouveaux 
termes de condition (on a déjà un symbole de fonction binaire et un symbole de constante 
1). Bien entendu, l'interprétation du symbole de fonction est cette fonction même. 

On ajoute au langage des formules de SRi, un symbole J de prédicat unaire sur les con- 
ditions et le quantificateur Vp p sur les conditions. On définit donc les formules étendues 
de SR\ comme suit : 

• Les formules étendues atomiques de SRi sont 

d'une part les formules atomiques de SRi ( de la forme t ^ u, X(ti, . . . , t n ), X + (ti, . . . , t n ), 
où X est une variable de prédicat d'arité n et t, u,ti, . . . , t n sont des termes d'individu) ; 

d'autre part les formules J(t p ), où J est un symbole fixé (représentant, dans SRi, 
l'idéal générique) et t p est un terme de condition. 

• Si F et G sont des formules étendues de SRi, alors F-^Gen est une aussi. 

• Si G est une formule étendue de SRi, alors C[t p ] — > G en est une aussi (t p un terme 
de condition). 

• Si F est une formule étendue de SRi, alors VrrF, \/x F et Vp p F sont des formules 
étendues de SRi. 

• Si F est une formule étendue de SRi et X une variable de prédicat, alors VXF et 
VX+ F sont des formules étendues de SRi. 

La valeur de vérité dans SRi d'une formule close étendue, avec paramètres dans SRi se 
définit comme précédemment, par récurrence sur F. Il y a trois nouveaux cas pour la 
récurrence : 

• Si F est atomique close de la forme J(t P ), alors t p a une valeur p G P. On pose : 

|||j(f p )||| = nx{p}- 

• Si F = C[t ] — > G, alors t a une valeur p G P. On pose : 

|||F||| = {(r,l).(7r, 9 );rGCW,(7r, 9 )G|||G|||}. 

• Si F = Vp p G, alors |||F||| = (J \\\G[p]\\\. 

peP 

Corrélativement, on ajoute au langage de SR , les formules atomiques t p ^ J(w P ), où 
t P , m P sont des termes de condition. 

Si une telle formule atomique est close, alors t p , w p prennent respectivement les valeurs 
p,q G P. Donc ||t p ^ J{u P ) \\ = {k G II; (tt, p) G n x {q}} = n si p = q et = si p ^ q. 
Autrement dit, la formule atomique t p j: J(m P ) pourra être écrite plus simplement t p 7^ m p . 

On peut alors définir la formule p \^F de SR , pour toute formule F étendue de SRl 
Dans la définition par récurrence sur F, il y a deux nouveaux cas : 

• Si F est atomique de la forme J(t P ), on pose : 
p||_/ F = Vr p (CH^J(t[ Pl ,...,p fc ])). 

Comme la formule J(t P ) n'est autre que r 7^ t P , on voit que : 
p \-*J{f) = ^C[pt P ]. 

• Si F = Mp p G, alors p\^ f F = Vp p (p |f J G). 
Proposition 19. 

^ £)ans /es formules de SR , on a : 
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p£J{q) = p^q; p\\- f J{q) = ->C\pq]. 

H) (£,P) X'i H--"C[pg] ; £ h^C\pq] (x^p) \hJ(q)- 

i) a déjà été montré. 

ii) Si |||- 7(g), on a (Ç,p) * (tt, q) G X pour tout tt G II. Donc : 
r G C[pq] => £ * 7T r G X =>- x'£ * t • tt G X. 

Inversement, si £ |f- -iC[pg], alors Ç*r.îr G 1 pour tout r G C[pg], donc x£ * 71_r G X, 
d'où (x£,p)*(tt,ç) G X. 
C.Q.F.D. 

Le théorème [T5l reste donc vrai pour le langage étendu. Il suffit, en effet, de le vérifier pour 
les nouvelles formules atomiques J{p) du langage de SRi, ce qui résulte immédiatement 
de la proposition [Ï9l 
Notations. 

• On note p < q la formule Vr p (-iC[gr] — > ->C[pr]) et p ~ q la formule p < q A q < p, 
c'est-à-dire Vr p (-iC[gr] <-> -iC[pr]). 

Dans la suite, on écrira souvent F — >• C[p] au lieu de ~>C[p] — » -F ; 

p < q s'écrit alors Vr p (C[pr] — > C[gr]) et p ~ g s'écrit Vr p (C[pr] <-> C[gr]). 

Remarque. On rappelle, en effet, que C[p] n'est pas une formule, mais une partie de A c ; en 

fait, dans les structures de réalisabilité considérées plus loin, il existera une formule C[p] de SRo 

telle que C[p] = {r € A c ; r fl- C[p]}. On pourra alors identifier C[p] à la formule C[p\. 

• Si F est une formule close de SRi, on écrira \\\- F pour exprimer qu'il existe une 
quasi-preuve 9 telle que (9, 1) F. D'après la proposition EQl cela équivaut à dire qu'il 
existe une quasi-preuve 9 telle que (9, p) F pour tout p G P. 

Proposition 20. Si (9, 1) \\\-F, alors (cê9,p) \\\- F pour tout p G P ; a est une quasi- 
preuve telle que r G C[pq] => ar E C[lg]. 

En effet, on doit montrer que, pour tout (tc, q) G |||F|||, on a (â9,p) * (tt, q) G X, soit : 
(â9 * 7r,pq) G X. Soit donc r G C[pq], d'où ar G C[lg]. 

Comme on a, par hypothèse, (9-kTT, lq) G X, on en déduit 9~kTT aT G X et donc â9*ir T G X. 
C.Q.F.D. 

Théorème 21 (Propriétés élémentaires du générique). 
i) (a, r) ||f- —1,7(1) pour font r G P 

où a «ne quasi-preuve telle que r G C[r(pg)] =>■ ar G C[pl]. 
iij (0, r) ||f- Vp p (-iC[p] — > J{p)), quel que soit r G P 
où 9 = xXx\y((x'y)((3)x)(a)x 

et a,/3 sont deux quasi-preuves telles que r G C[r(gp)] => ar E C[p] et /3r G C[ç(lr)]. 

iiîj {9, r) ||{- ->J(p), J(pq) — > J(q) pour tous p,q,r G P 

où 9 = XxXy(â)(x)(j3)y et a, (3 sont deux quasi-preuves telles que : 

t G C[r(p'{q'q))) 4«t6 C[p'((gg')l)] et r G C[(gg')p] =>• /3r G C[g'(pg)]. 

i«; ||f-Vp p (Vg p (-C[pg]^ J(g))--.J(p)). 

^ llf-Vp p Vg p (7(p),g < p -> 7(g)). 

t«; ll|-Vp p Vg p (-C[pg],-7(p)^7(g)). 

i) Soit (£,p) ||]- 7(1) ; on doit montrer que (ôï, r)*(£,p) . (77, g) G X, soit (ô7*£ . tt, r(pq)) G X. 
Soit donc r G C[r(pg)] ; on doit montrer que et * £ . tt t G X, soit £ * 7T ar G X. Mais on 
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a ar G C[pl] et, par hypothèse sur (£,p), on a (£,p) * (tt, 1) € JL, donc (£ *7r,pl) G JL, 
d'où le résultat. 

ii) Soient (77, g) \\\- ~>C\p] et (ir,p) G |||^(p)|||- On doit montrer que (6,r)*(r},q) . (ir,p) G JL, 
soit (9 * -q . 7T, r(qp)) G IL. Soit donc r G C[r(gp)] ; on doit montrer que 9 ~k i~i • tt t G JL. 
Or, on a ar G C[p] ; par hypothèse sur (r/, g), on a donc (77, g) * (ar, 1) . (77, r) G X, soit : 
(rj-kar . 7T, g(lr)) G X. Mais on a /3r G C[ç(lr)], donc 7?*ar . 7r^ T G X, d'où 0*77 . n T G X. 

iii) Soient (£,p') \\\-->J(p), (77, g') J(pg) et (rr, g) G On doit montrer que : 
(0, r) * (£, p') . (77, g') . (vr, g) G X, soit (0 * £ . 77 . tt, r{p'{q'q))) G X. 

Soit donc r G C[r(p'(g'ç))] ; on doit montrer que 9 -k £ . 77 . 7r T G X. 

On montre d'abord que (f3r],qq') \\\- J(j>), c'est-à-dire (/3r],qq') * (w,p) G X pour toute 

w G II. 

Ceci s'écrit (07}* m, (gg')p) G X. Soit donc tj G C[(gg')p] ; on a /3î; G C[g'(pg)] ; or, par 
hypothèse sur 77, on a (77, q') -k (w,pq) G X, donc (77 * tu , q' (pg)) G X, d'où r]-kzu l3v G X 
et, finalement f3r]-kw T G X, ce qui est le résultat voulu. 

De (Prj, qq') ||f- J(p), on déduit, par hypothèse sur £, que (£,p') * (/3?7, gg') . (7r, 1) G X, 
soit : 

(Ç*]3ri ._n,p'((qq')l)) G X. Or, on a ar G C[p'((gg')l)], donc £ . vr aT G X, d'où : 
â* (Ç)(j3)ri . 7r r G X et, enfin 9 * £ . 77 . n T G X. 

iv) Soient (£, g) |||- J(p) et (77, r) ||- Vg(-iC[pç] — > J(g)) ; on cherche une quasi-preuve 9 
telle que (9, 1) ★ (77, r) . (f , g) . (vr, r') G X, soit (9 *r) . £ . ir, l(r(gr'))) G X. 

D'après la proposition [T9| on a x'£ H - -| C[pg], donc Xdx'Ç |f- C[l] — > -iC[pg]. 

D'après le théorème [T8l il existe donc une quasi-preuve Xo telle que (xo£, 1) III - "^[pç]. 

Par hypothèse sur 77, on a donc (r/, r) * (xo£, 1) • ( n i l) £ -W-, s °it (v * Xo£ • t 1 ", r (l?)) £ X. 

On peut donc prendre 9 = (a)\x\y(y)(xo)% ou a est une quasi-preuve telle que : 

r G C[l(r(gr'))] ar G C[r(lg)]. 

v) Soient (£,p') |(f- J(p) et (77, r) < 79 ; on cherche une quasi-preuve 9 telle que : 
(9, l)*(£,p') . (77, r) . (71-, g) G X pour toute 7T G II, soit (0 * £ . 77 . 7r, l(p'(rg))) G X. 
D'après la proposition []3E on a x'£ |f- "■Cfpp']. D'après le théorème [T51 il existe une quasi- 
preuve Xo telle que XoV |f~ Qr] ~~ ► 9 < P- Or, on a facilement : 

I — <C[pp'], (C[r] — » g < p) — > -iC[(p'r)g]. 

Il existe donc une quasi-preuve xi telle que Xi'C 7 ? If" _, C[(p'r)g] ; d'après la proposition [T9l 
on a donc (x^ViP' r ) \\\~ J{o)i pour une quasi-preuve xi convenable. On a donc : 
(X2^ 7 7,p' r ) * (7r, g) G X, soit (x2^ * (p' r )q) £ X. On peut donc prendre 6* = ÔX2, où 
a est une quasi-preuve telle que r G C[l(p'(rg))] =>• ar G C[(pV)g]. 

vi) Soient (£,r) |||--iC[pg] et (77, g') J(p) ; on cherche une quasi-preuve 9 telle que : 
(9, 1) * (f , r) . (77, g') . (vr, g) G X pour toute vr G II, soit (9 * £ . 77 . vr, l(r(g'g))) G X. 
D'après le théorème [ï"8l il existe une quasi-preuve xo telle que xo£ \\~ Qr] - ► -| C[pg]. 
Or, on a facilement h (C[r] — > -iC[pg]) — > -iC[(gr)p]. 

Il existe donc une quasi-preuve Xi telle que Xi£ II - _, C[(gr)p] ; d'après la proposition [T§1 
on a donc (X2C 9 r ) III - <^(p), pour une quasi-preuve X2 convenable. On a donc : 
(77, g')*(X2£, çr) • (vr, 1) G X, par hypothèse sur 77 ; ce qui s'écrit (77 * X2<£ • 7r, Q ,/ ((5' r )l)) e 
On cherche une quasi-preuve telle que 9 -k £ . 77 . tt t G X, pour tout r G C[l(r(g'g))]. 
Soit a une quasi-preuve telle que r G C[l(r(g'g))] =^ ar G C[g'((gr)l)]. On a donc 
77 * X2^ • K ar £ JL, donc a -k r] . X2^ • 71_T G X, ce qui montre qu'on peut prendre = 
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\x\y(ay)(x2)x. 
C.Q.F.D. 

Théorème 22 (Densité). 

Pour toute jonction <fi : P — > P , on a : 

(9, 1) ||f V>C[p0(p)] - J(p)), Vp p J(p0(p)) - JL 

avec 6> = {(3)\x\y(x){$)y, i? = (x)Ad\xAy(x'a;)(a!)y ; soni rfenx quasi-preuves 

telles que : r G C[gr] =4* ar G C[g(gr)] ; r G C[l(p(gr))]) =4» /3r G C[p(lg)]. 

Soient (£,p ) ||fVp p (-C[p0(p)] - J(p)), (77, g ) | H— Vp p J(jx/>(p)) et (7r,r ) G n. 
On doit montrer que (9*Ç . r] . ir, l(po(go r o))) £ X, c'est-à-dire : 
(*) (Vr G C[l(p (gor ))]) * £ • V • ^ e X. 

On montre d'abord que ($77, 1) -iC[go0(go)]. 

Pour cela, on doit montrer (V(cu,r) G II) (Vr G C[g o 0(go)])(^, 1) * (r, 1) . (w,r) G X 
ou encore (Vro G II) (Vr G P)(Vr G C[g o 0(go)])(Vr' G C[l(lr)]) $77 ~k t • xu T ' G X, c'est-à- 
dire : 

(**) (Va? G n)(Vr G C[g o 0(g o )]) 77 * w ar G X. 

Or, par hypothèse sur 77, on a (77, g ) ||f- J(qo<p(qo)), c'est-à-dire : 

(77 * tu, go(go0(go))) G JL ou encore (Vr G C[g o (g o 0(go))]) 77 * ro T G X. 

Cela donne le résultat (**) cherché. 

Par hypothèse sur £, on a (£,Po) Hf- ~'C[go0(go)] — ¥ J(qo)- H en résulte que : 
(Vvr G II)(£,Po) * (^77, 1) . (tt, g ) G X, soit (Vvr G n)(Ç*tir] . 7T,p (lgo)) G X. 
On en déduit (Vtt G II) (Vr G C[p (lgo)])£ * $V • 7i~ r G X. 
Cela donne le résultat voulu, puisque l'on a 9~k^.rj.-n T >~£ i ~k<dri. 7r /3r 
et r G C[l(p (g ro))]) =>■ /3r G C[p (lgo)]- 
C.Q.F.D. 

Condition de chaîne dénombrable 

Notations. La formule \/x mt (Xx — > Fx) où X, F sont des variables de prédicat unaire, 
sera notée X ÇY. La formule (X Ç Y) A (Y Ç X) sera notée X ~ F. 
Même chose, en remplaçant X, y par X + ,Y + (avec les quatre combinaisons possibles). 
Rappelons que, si X : NxP — > "P(Ll) est un prédicat unaire de SRi, alors A"(n,p) est 
aussi écrit La formule Vg p (C[pg] — » qfiXn) est écrite p ^Afn. 

On dira que C satisfait la condition de chaîne dénombrable s'il existe une application 
p : V(H) mp — > P et deux quasi-preuves cd , cdi telles que, pour tout X G V(Tl) mp : 
cd |f- Vn int Vg p (g £ Xn ^ p(X) < g) ; 

cdi |^Vn int Vg p Vr p (g^ Xn,r$Xn -> g = r), Vn int 3g p (g^ An), 

Vn int Vg p (g^A'n^ C[g]), Vm int Vn int Vg p Vr p (g^ Xn,r)x(n + m) -> r < g) -> C[p(*)]. 
Remarques. 

• Rappels : C[p] n'est pas une formule, mais un ensemble de A c -termes ; la notation F — > C[p] 
désigne la formule F, ->C[p] — >■ _L ; p < (7 est la formule Vr p (C[pr] — ► C[qr]). 

• Intuitivement, on considère Xn comme une partie de P : c'est l'ensemble des conditions p 
telles que p^Xn. Cette formule exprime donc que : 

p(X) est une condition plus forte que toutes celles des Xn 
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(traduction de Vn int Vç p (g^ Xn -» p(X) < q)) ; 
si chaque Xn a exactement un élément p n 

(traduction de Vn in ^Vq p Vr p (q ^ Xn,r $ Xn — > q = r) et \/n ïn ^3q p (q^: Xn)), 
si la suite p n est décroissante 

(traduction de Vm mt Vn int Vg p Vr p (g^< ; fn, X(n + m) — > r < g)), 
si p n est une condition non triviale pour tout n 
(traduction de Vn int Vg p ((/^ Xn — > C[</])), 
alors p(A) est une condition non triviale 
(traduction de C[p(^f)]). 

Notation. On désigne par p |f * ± An la formule Vg p (C[pg], q |f * Xn — > p |f- ^An) ou 
encore Vg p Vr p (C[pg], C[pr], g |f- ^An — > r ^ An), qui se lit " la condition p décide Xn " . 

Théorème 23. Si C a la propriété de chaîne dénombrable, alors il existe une application 
(p,X) p x de P xV(H) 9xP dans P et des quasi-preuves Sq, 61,62 telles que : 
6 |f C[p] -> C[p*] ; <Ji |f p* < p ; 5 2 |f Vn m< (p* |f J ± An). 

Remarque. Ces propriétés se traduisent par : " si p est une condition non triviale, alors p x 
est une condition non triviale, plus forte que p, qui décide Xn pour tout entier n " . 

Lemme 24. Il existe une fonction : NxPxV(HxP) — > P te//e gne : 

(1) a |f \/x mt F(p, <f>(x, p, Xn) , Xn) -> p |f J An 

on F(p,ç,An) ee CH-Î^n, donc p |f 'An = Vç p F(p, g, An). 

C'est la preuve usuelle que a réalise l'axiome du choix non extensionnel (ACNE) [3,4,5]. 
La règle de réduction pour l'instruction a (signature) est la suivante : 

a * £ . 7r y £ * s J . 7r 
où j est le numéro de la pile n dans une énumération récursive i 1— > 7Tj fixée de II. 
On définit au moyen de l'axiome du choix, de façon que, pour tout i G N, on ait : 
*ï e U ||F(p,g,*n)|| vr, G ||F(p, 0(i,p, An), An)||. 

Soient alors £ |f vV nt F(p, 0(x, p, Xn), Xn) et 7r G ||p |f An||. 

On a 7T = -Kj pour un entier j et, par ailleurs, \\p \^ f Xn\\ = [j \\F(p, q, Xn)\\. 

geP 

On a donc n G \\F(p, (f)(j,p, Xn), Xn)\\. 

On doit montrer que a * £ . 7r G X, soit £ * s J . tt G 1. Or, on a : 

s J . 7r G ||{^0} - F(p,0(j,p,An),An)|| C |J H^O} - F(p, 0(i,p, An), An)|| 

= \\Vx [nt F(p,(f)(x,p,Xn),Xn)\\. D'où le résultat, par hypothèse sur £. 
C.Q.F.D. 

On définit ensuite la formule *(r,p, Xn) de SR : 
^(r,p, Xn) = (p |f ^An — > r = p) A 

Vx int [-.F(p, p, An) , Xn) , Vn int V^ int (y + z + 1 = x -> F(p, 0(w , p, An) , An) ) 

— > r = p(f){x,p, Xn)]. 

La formule ^(r,p, Afn) exprime que l'on a r = ip(p, Xn), où : 
^(p, An) = p si p |f An, et sinon 
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ip(p, Xn) = p<fi(x,p, Xn) pour le premier entier x tel que l'on ait ->F(p, <p(x,p, Xn), Xn). 
Un tel entier existe toujours, d'après (1). 

Noter que tp, contrairement à 0, n'est pas un symbole de fonction, c'est-à-dire une appli- 
cation de PxV(HxP) dans P. On ne peut l'utiliser que par l'intermédiaire de la formule 
r = ip(p, Xn), qui s'écrit ^(r,p, Xn). 

Lemme 25. 

i) \{-Vn mt 3r p ^(r,p,Xn) ; |f Vn m Vç p Vr p (\I/(ç,p, Xn),^(r,p, Xn) — ► q = r) ; 

ii) |f- Vr p (\I/(r, p, Xn) — > r < p) ; 

|f- Vr p (\I/(r, p, Xn), C[p] — > C[r]) ; 
ràj |f Vr p (\I/(r,p, An) -> (r |]- / ± Afn)). 

Remarque. Rappelons que la notation |f- yl(p, An) signifie qu'il existe une quasi-preuve, 
indépendante de p, X, n, qui réalise A(p, Xn). 

Il suffit de prouver ces formules à l'aide d'hypothèses déjà réalisées par des quasi-preuves. 
Les formules (i) expriment que ty(r,p, Xn) est fonctionnelle, ce qui est conséquence de sa 
définition et du lemme [2^1 (formule 1). 
On prouve maintenant (ii), (iii) et (iv) sous la forme : 

ip(p, Xn) < p, C[p] — > C[ip(p, Xn)] et ip(p, Xn) |j- ± Xn. On distingue deux cas. 

• Si p |f- ■'Xn, alors on a ip(p, Xn) = p, donc ip(p, Xn) < p et C[p] — * C[ip(p, Xn)] ; 

de plus, puisqu'on a p |f- ^ Xn, on a trivialement p |j- ± Afn et donc ip(p, Xn) |f- ± Afn. 

• Si p \-/ Xn, alors on a ^(p, Xn) = pq, avec g = 4>{x,p, Xn) pour un certain entier x ; 
on en déduit ipip, Xn) < p. 

On a, de plus, ->F(p, g, Afn), autrement dit C[pq] A qe Xn. 

C[pq] s'écrit C[ip(p, Xn)], d'où l'on déduit trivialement C[p] — > C[^(p, Afn)]. D'autre part, 
de Afn, on déduit Vr p (C[gr],r ||- Afn — > _L), d'où q |f- ± A'n et donc pç |-| — ± An, 
c'est-à-dire ^(p, An) |f- ± An. 
C.Q.F.D. 

On définit alors, par récurrence sur n, le prédicat unaire y : NxP — » 'P(n) de SRi en 
posant : y(n,q)(= \\q0n\\) = \\q = p n \\ avec p = p et p n+1 = ip(jp n , Xn). 
En première approximation (c'est-à-dire en utilisant le symbole auxiliaire de fonction ip), 
la formule pour q fi yn est donc : 

(2) qfiyn = VZ + {V] [nt Vr p (rfiZ + j ^iP(r,Xj)fiZ + (] + l)),pfiZ + 0^qfiZ + n}. 
Son écriture exacte est donc la formule $(n, q,p, X) : 

\/Z + {Vj [nt Vr p W p (rfiZ + j,^(r',r, Xj) -> r'fiZ + (j + l)),p^Z+0 -> qfiZ+n}. 

On définit donc la fonction y : NxP — > V(JÏ) en posant ||g^ yn\\ = y{n, q) = ||$(n, q,p, X) \\. 

Lemme 26. 

Les formules suivantes sont réalisées par des quasi-preuves indépendantes de p, X : 

i) Wq p (qfiyO <-> q = p) ; 

u) Vn mt 3q p (qfiyn) ; 

iii Vn m Vg p Vr p (g^ 3^n, r fiyn — > q = r) ; 

iv) Vm m< Vn OT Vg p Vr p (q fi yn, r fi y(n + m) — » r < q) ; 

v) Vn mt Vq p (qfiy(n + l) -> q |f f ± An) ; 

vi ) C [p] -> Vn m Vç p (qfiyn ^C[q]). 
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Il suffit de montrer que ces formules sont conséquences de formules réalisées par des quasi- 
preuves et de la définition de q^yn (on utilisera l'expression (2)). 

On montre d'abord : 

(3) If-p^Oet ^Wj^W^ir^yj ^iP(r,Xj)^y(j + l)). 
Le premier résultat découle trivialement de la définition de p^yO. 

r^yi s'écrit VZ+{Vj int Vr p (r ^ Z + j -> i/;(r, Xj) £ Z + (j + l)),p£Z + -> r^Z + i}. 
On en déduit : 

VZ+{Vj int Vr p (r ^ Z+j -> ^(r, Afj) ^ Z+(j + Z+0 -> *i) ^ ^+(2 + 1)}, 

c'est-à-dire î[)(r, Xi) £y(i + 1). C'est le deuxième résultat de (3). 

De (3), on déduit immédiatement Wn mt 3q p (q^yn) par récurrence sur n, ce qui donne 
(ii). 

On montre maintenant : 

(4) |f Vq p (q£yO -> q = p) et Vj' mt Vq p (qty(j + 1) -> 3r p (r fyj A g = ^(r, Xj))). 
Pour cela, on définit le prédicat Z de SRi, c'est-à-dire Z : NxP — > P(I1) N , en posant : 
Z(0,q)(= ||g^0||) = || g ^0Ag = p|| ; 

Z{j + l,q)(= \\qfZ(j + 1)||) = \\qty{j + 1) A 3r p (r^j A q = ^(r,Xj))\\. 
On a évidemment \\-q£Zj — >• q^yj ; d'après (3), on a : 
|f et |f Vj int Vr p (r ^ Zj -> ^(r, #j) ^ Z(j + 1)). 

Par définition de [V, on a donc |f Vn mt Vg p (g^3^ —> q^Zn), d'où (4). 
De la première partie de (4) et |f p^yO, on déduit (i). 
De la seconde partie de (4), on déduit (iii), par récurrence sur n. 
En appliquant le lemme l25Tiv) , on en déduit également (v) . 

On montre (iv), par récurrence sur m. Le cas m = est conséquence de (iii). On suppose 
q^yn, r£y{n + m + 1) ; d'après (4), on a r = tp(r',X(n + m)). Par hypothèse de 
récurrence, on a r' < q. Le lemme l25T ii) donne r < r', d'où r < q. 

On montre (vi) par récurrence sur n. Le cas n = est immédiat, d'après (i). On suppose 
q£y(n + 1) ; d'après (4), on a q = tp(q',Xn) avec q'^yn, d'où C[q'} par hypothèse de 
récurrence. Le lemme l25T iii) donne alors C[q\. 
C.Q.F.D. 

Le lemme montre que les hypothèses de la condition de chaîne dénombrable sont 
vérifiées par le prédicat 3^- Si on pose p x = p(y), la conclusion de la condition de chaîne 
donne |f Vn \/q p (q^ yn — > p x < q) et |f C[p] — > C[p**]. Il en résulte que l'on a : 

|f p x < p ; |f \/n mt (p x |f ' ± An) d'après le lemme ED^v) ; |f C[p] — > C\p x ], 
Cela termine la preuve du théorème [231 
C.Q.F.D. 

Théorème 27. Sï C a la propriété de chaîne dénombrable, il existe : 

une application (p,X) h- > de PxP(ITxP) N dans P ; 

une application {p, X) ^ K p<x de PxV(JlxP) N dans P(n) N ; 

et deux quasi-preuves 8, ô telles que : 

(6,p x ) ||f X ~ Kp iA > e£ ô \\-^C[pp x ] -> -.C[p] owe/s owe soient p e P et X e P(TlxP) N . 

L'application (p, X) p x & été définie dans le théorème [23j La quasi-preuve S se déduit 
aisément de S et o"i. 
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Pour p G P et X G V{U x P) N , on définit alors K PtX G P(LT) N en posant : 
K P)X (n) = \\p x h f Xn\\ = ||Vg(C[p*g] -> g^ATn)||. 

Lemme 28. i7 existe deux quasi-preuves 9 , 9\ telles que : 

d o If (p X \r îs irj nt (K P)X n -> #n)) et ^ |f (p* |f Nn int {Xn -> K p>x n)). 

On a p^ ||- (K PjX n — > An) = Vg(g |f- K PtX n — > p^g |f- ^n) = 

Vg((C[g] -> iïp.Afn) -> P*<7 If / ^n) = Vg((C[g] -> p* |f- / A'n) -> p*g |f- S Xn). 

Par définition de |f- , cette formule s'écrit : 

VgVr{C[g] —>■ Wr((C[p x r] ^ r fi Xn)),C\p x qr] — » r fi Xn}. 

Elle est conséquence de C\p x qr] — > C[p x r] A C[q] ; 

d'où une quasi-preuve 9q telle que 9q If- (p X \\~ ^n lïA {K P:X n — > A'n)). 

On a p* |f- (Xn — » K PjX n) = Vg(g |f- — > p^g |f- ' K p X n) = 

Vg(g |^ / <Yn -> (C[p*g] -> #p,*n)) = Vg((g |f- / Afn), C[p*g] -> (p* |f- ^n)). 

Or, cette formule n'est autre que p \\- f ±Xn. D' après le théorème [231 il existe donc une 

quasi-preuve 9\ telle que 

#1 If (P X If" ^(A'n -> K pX n)). 

C.Q.F.D. 
Preuve du théorème [271 

D'après le lemme [281 et le théorème [Toi on a : 

(XfOo,P X ) \\r\/n llA (K pX n -> An) où F est la formule Vn int (Fn -> X+n) ; 
(Xg#i,P ) |hVn int (An -> i^p^n) où F est la formule Vn int (X+n -> Fn). 
C.Q.F.D. 

Théorème 29 (Conservation des réels). 

5z C a la propriété de chaîne dénombrable, il existe une quasi-preuve 9 telle que : 
(9 , r) ||f-VX+3X(X+ ~ X) pour tout r E P. 

Remarque. Le sens intuitif est que, dans SRi, les ensembles d'entiers sont (extensionnellement) 
les mêmes que dans SRo- Bien entendu, ce n'est pas le cas, en général, pour les ensembles 
d 'individus. 

On cherche 9 tel que (9 ,r) ||fVX(A ~ X -> J) -> 1 quel que soit A G P(LTxP) N 
Soit (£,g) ||f VX(A ~ X -»• ±). On veut avoir (0„,r) * (C, g) • (tt, g') G JL, soit : 
(0o * £ • ^ r {qq')) e JL quels que soient 7r G II et r G P. Soit donc r G C[r(gg')] ; on veut 
avoir : 

(1) 6 *Ç.ir T e±. 

Par hypothèse sur £, on a (£, g) ||f-A ~ -ftp,* - ► -L avec p = r(gg'). Or, d'après le 
théorème I2TI on a (9,p x ) |f-A ~ Il en résulte que (£, g) * (9,p x ) . (m, 1) G JL, 

soit : 

(2) (£ * . B7, g(p*l)) G JL pour toute g n. 

Soit a une quasi-preuve telle que, pour tout v G C[(r(gg'))p'], on ait av G C[g(p'l)]. 
On fixe v G Cfpp*] = C[(r(qq'))p x ], d'où av G C[g(p*l)]. 

D'après (2), on a donc £ * 9 . zu av G X, donc x' * £ • av • $ • ro G JL, pour toute G IL 
On a donc montré \y((x'0(, a )y)@ \\~ ^(-[pp x ]. 

Or, d'après le théorème [271 on a une quasi-preuve 5 |f- _| C[pp A '] — > — iC[p] . 
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Comme r G C[p), on en déduit ô-k\y((x'0(, a )y)@ • t . iv E JL. On obtient donc le résultat 
(1) cherché en posant 9 = \x(x)(à~)Xy(x' x )(( a )y)&- 
C.Q.F.D. 

Soit F une formule restreinte de SRi ; on définit, par récurrence, sa traduction dans SR , 

qui est une formule restreinte de SR , notée F : 

si F est atomique de la forme X(t\, . . . , t n ) ont ^ u, alors F Q = F ; 

si F est atomique de la forme X + (ti, . . . ,t n ), alors F Q = X (ti, . . . ,t n ), où X est une 

nouvelle variable de prédicat n-aire (dont le domaine est V(IÏ) nn ) ; 

si F = G -> H, alors F = G 9 ^ H ; 

si F = Vx int G, alors F = Vx int G ; 

si F = VX G, alors F = VX G ; 

si F = VX+G, alors F = VX G - 

Théorème 30. 

Si C a la propriété de chaîne dénombrable, alors pour toute formule F[X±, . . . , X n ] close 
restreinte de SR\, il existe deux quasi-preuves Xf^Xf t e ^ es Q ue ■' 
(C,p) \\{-F[X 1 ,...,X n ] xU lf"C[p] ^F [X u ...,X n ] ; 
£ |f C[p] ^F Q [X 1 ,...,X n ] (xf^p) \\\-F[X u ...,X n ] ; 
où F est la traduction de F dans SR . 



Lemme 31. Soit F[X\, . . . ,X n ] une formule restreinte de SRq. Alors, on a : 
X 1 ~Y 1 ,...,X n ~Y n ,F[X 1 ,...,X n ] h F[Y u ...,Y n ]. 



Immédiat, par récurrence sur F. 
C.Q.F.D. 

On montre alors le théorème [301 par récurrence sur F. La preuve est la même que pour le 

théorème [T8l lorsque F est atomique, F = MX G, F = Wx mt G ou F = (G — > H). 

Il reste à examiner le cas où F[Xi, . . . , X n ] est de la forme VX + G[X, X±, . . . , X n }. 

Si (Ç,p) \l~F\Xi, . . . , X n ], on a (Ç,p) \\\- G[X , X±, . . . , X n }. Par hypothèse de récurrence, 

on a xM h C[p] - G\X ,X U . . . ,X n ] et donc X ^ If C[p] - VX„G[*o,Xi, . . . ,X n ]. 

On pose donc Xf = Xg- 

Inversement, supposons que £ |j- C[p] — >■ VX G[X , X 1; . . . , X n ] ; par hypothèse de 
récurrence, on a (Xg^p) IH~~ G[X,Xi, . . . ,X n ] quel que soit le paramètre X de SR et 
donc : 

(1) ^ (xg^p) IFVXGfX,^,...,^]. 
Or, d'après le théorème [291 on a : 

(2) %, P ) ||f vx+ax(x+^x). 

Par ailleurs, d'après le lemme [311 on a : 

(3) ' h G[X,X l5 . . . ,X n ],X+_^ X ->_G[X+,X 1 , ...,X n \. 

Or (1,2,3) ont pour conséquence VX + G[X + , Xi, . . . , X n ]. On déduit alors du théorème [H 
(lemme d'adéquation), qu'il existe une quasi-preuve 9\ telle que : 
(0i, p) ||f-VX+G[X+,X 1 ,...,X n ]. 
C.Q.F.D. 
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Un ultrafiltre sélectif sur N 



On va utiliser une structure de réalisabilité construite avec la méthode décrite dans la 
section " Structures SRo et SRi " . On considère donc d'abord un modèle de réalisabilité 
usuel, donné par un ensemble saturé J_ C A c xll. Les éléments de A c sont les À-termes clos 
comportant les continuations k n , les instructions ce, a, x, x' et éventuellement d'autres. 
Cette structure de réalisabilité sera déskr née par SRo. 

Dans SRo, on notera ||F|| la valeur de vérité d'une formule close F et £ |j- F le fait que 
£ G A c réalise cette formule. 

On construit maintenant une nouvelle structure de réalisabilité, désignée par SRi. On 
prend pour P l'ensemble P(IT) N muni de l'opération binaire A, définie de la façon suivante : 
si X, Y : N -> V(U) alors (X A Y){n) = X(n) A Y(n) pour tout n G N (X(n), Y(n) C n 
sont des valeurs de vérité de SR , donc X(n) A Y{n) = (X(n), Y{n) — > _L) — > _L est aussi 
une valeur de vérité). L'élément distingué 1 de P est la fonction telle que l(n) = = ||T|| 
pour tout n G N. 

On a donc A = A c x V(U) N , U = II x V(U) N et A * n = (A c * n) x V(Tl) N . 

Notation. On utilisera les lettres X, Y, U, V, . . . pour désigner des variables de prédicat 
unaire dans SRo (leur domaine de variation est donc T-^II) 1 ^ = P). Ce sont donc main- 
tenant, en même temps, des variables de condition. Les lettres A,B, . . . désigneront des 
prédicats particuliers (éléments de V(U) n ). 

Les variables de prédicat unaire de SRi, variant dans "P(II) N = ( - P(rix?(n) N )) N seront 
notées X + , Y + , . . . Les constantes de prédicat unaire de SRi (éléments de 7^(11^) seront 
notées X, y, . . . 

On considère la formule à une variable libre de prédicat unaire : 

C[X] = Vm int 3n int X(m + n) 
qui exprime que X n N est infini. 

Rappelons que la notation \/m F[m] représente la formule Vm(int(m) — > F[m}). 

En utilisant le théorème [6](ii) (mise en mémoire), on la remplacera ici par Vm({s m 0} — > 

F [m]), puisqu'on la considère dans SR . 

La formule C[X] s'écrit donc Vm[{s m 0}, Vn({s n 0}, X(m + n) —>_!_)—> _L]. 

Remarque. Nous utiliserons plus loin le quantificateur Vm m ^ dans SRi. La notation Vm in ^ F [m] 
représentera alors la formule Vm({s m 0[]} — * F[m]), c'est-à-dire Vm({(s m 0, 1)} — > F [m]). 

On termine la construction de la structure de réalisabilité SRi en définissant un sous- 
ensemble C[A] de A c , pour tout A G P(n) N . On pose : 

C[A] = {reA c ;r|KM}. 
On a donc JL = {(Ç*tc,A); £ G A c , vr G n, A : N — > V(U),W(t \\-C[A] =^^tt t G X)}. 

Dans SRi, on notera \\\F\\\ la valeur de vérité d'une formule close F (sous-ensemble de 
n = nxP(n) N ) et (f , X) ||f F le fait que (f , X) G A = A c xP(n) N réalise cette formule. 

Il faut noter qu'avec cette définition des l'ensembles C[p], on identifie les variables p de 
condition et les variables X de prédicat unaire de SRo. Dans les formules de SRo, C[p] — ► F 
sera maintenant écrite C[X] — > F et le quantificateur Vp p est remplacé par VAT. 

On doit trouver des quasi-preuves aj(0 < i < 4) telles que : 
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a |f VXVF{C[X A F] -> C[X}} ; a x |f VXVF{C[X A F] -> C[F A X]} ; 

a 2 |f VX{C[X] — > C[X A X]} ; « 3 |f VXVFVZ{C[X A (F A Z)] -> C[(X A F) A Z)]} ; 

a 4 |f VX{C[X] -> C[X A 1]}. 

Or, on a facilement : 

h H : \fx(Xx — > X'x) — ► (C[X] — > C[X']) avec H = \f \u\m\h(um)\n\x(hn)(f)x. 
On peut donc poser ctj = H/5j, pour des quasi-preuves fli(0 < i < 4) telles que : 
Po |f VXVF{X A Y -> X} ; |f VXVF{X A F -> F A X} ; 
& |f VX{X -> X A X} ; /3 3 |f VXVFVZ{X A (F A Z) -> (X A F) A Z)} ; 
/3 4 |f VX{X -> X A T}. 

On peut donc poser /3 = Az(z)l ; /3i = \z\f((f)(z)0)(z)l ; 
/3 2 = /3 4 = XxXf(f)xx ; & = XzXf((f)Xg((g)(z)l)(z)01)(z)00 
avec 1 = XxXyx et = XxXyy. 

La condition de chaîne dénombrable 

On montre ici que la formule C[X] satisfait la condition de chaîne dénombrable. 

Remarquons que le langage des formules de SR contient maintenant trois relations d'équi- 
valence sur les prédicats unaires (dont le domaine de variation est P(II) N ). 
Ce sont, en commençant par la plus forte : 

• L'égalité de Leibniz, que nous avons notée X = F, et qui est l'égalité dans l'ensemble 
P de conditions. Elle est définie comme ->(X ^ Y) ; pour X, F G "P(II) N , on a ||X ^ 
Y\\ = Il = ||_L|| si X et F sont la même fonction, et ||X ^ Y\\ = = ||T|| si X et F sont 
des fonctions différentes. 

• L'équivalence extensionnelle, que nous avons notée X ~ F, qui est la formule : 
Wx int (Xx <-> Yx). Elle est associée à la relation de préordre X Ç F qui est la formule : 
\/x int (Xx -> Yx). 

• L' équivalence des conditions, que nous avons notée X ~ F, qui est la formule : 
VZ(C[X AZ] <-> C[F AZ]). Elle équivaut à -i(C[X\F] VC[F\X]). Elle est associée à la 
relation de préordre X < F qui est la formule VZ(C[X A Z] — > C[F A Z]), qui équivaut 
à 3x int Vy mt (X(x + y) -> Y(x + y)) ou encore -C[X \ F]. 

La fonction binaire \ est définie sur P = V(H) 9 par (X \ F)(n) = ||X(n) A -iF(n)||. 

Il s'agit maintenant de construire une application p : P(n) NxP — > P (avec P = V(Il) n ) et 
deux quasi-preuves cd ,cdi telles que, pour tout X :NxP ^ V(LV), on ait : 
cd |f Vn int VF(F^n -> p(X) < F) ; 

cdi |f Vn int VFVZ(F^n,Z^n -> F = Z), Vn int 3F(F^n), Vn int VF(F^n -> C[F]), 

Vra in W n WVZ(F i ^;t'n,Z^;t'(7i + ra) -> Z < F) -> C[p(Af)]. 

On fixe donc G P(n) NxP et on définit les formules : 

A(i,n,X) = VY(y )xi^>Yn) ; B(j,n,X) = Vi [nt (i < j ^ A(i,n, X)) ; 

$(j, n, *) = j < n A B(j, n, X) A VA; int (j < fc < n - ^B{j, k, X)). 

On définit alors la fonction p(X) : N -> V(Ll) en posant p(X)(n) = ||3j int $(j, n, X)\\. 

Remarque. Intuitivement, l'hypothèse de la condition de chaîne dénombrable exprime que X 
est une suite d'ensembles à un seul élément, soit {^4j}j g p}. La suite Ai est une suite de parties 
de N, qui est décroissante au sens des conditions, c'est-à-dire que A-i \ Ai + \ est fini. On définit 
une fonction partielle / : N — » N en posant f(j) = le premier entier n G C\i<j Ai qui est > j, 
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s'il existe. La relation n = f(j) est définie par la formule <I?(j, n, X), et p(X) est défini comme 
l'image de /. Si chaque ensemble Ai est une condition non triviale (c'est-à-dire un ensemble 
infini d'entiers), alors l'image de / est aussi infinie (et / est totale). 

Pour obtenir la quasi-preuve cdo, il suffit de prouver la formule : 

VjtotyyÇyfXj -> p(X) < Y) 
à l'aide de la définition de p(A') et de formules déjà réalisées par une quasi-preuve. 

La formule Y fiXj — > p(X) < Y s'écrit Y £ Xj — > -C[p(A0 \ Y], c'est-à-dire : 
Y fi Xj -> 3m int Vj /int V/ int [$(j',m + /, AT) -> F(m + /)]. On a donc : 
Vj int 3m int Vj ,int V/ int [$(j', m + l, X) -> m + /, Af)] h Vj int VF(F^ Aj -> p(A') < F) 
(parce que 3m int VF(F^ Aj — » F) h VF(F^Aj — > 3m mt F) quelle que soit la formule 

Il suffit donc de montrer la formule : 

Vj int 3m int Vj /int V/ int [$(j', m + l,X)^ A(j, m + l, X)}. 

Notation. Pour alléger la notation, on écrira m < m' pour 3/ mt (m + l = m') ; on 
supprimera l'exposant " int "des variables quantifiées et le paramètre X dans les formules 
A, B et $. 

On écrira (VF fi Xn) F pour VY(Yfi Xn -> F) et (Vi < j) F pour Vz(z < j -> F). 
On doit donc montrer : 

(*) Vj3mVj'Vm'[&(j', m'), m' > m — > A(j, m')]. 

Lemme 32. 

^ If" VjVmVj'Vm'f^^', m), $(j', m'), m < m' — > A(j, m') A j < j'] . 
ii) |f- \/j\/j'\/m'[<&(j' , m'),j < j' — > 3m $(j, m)] . 

On montre ces propositions en arithmétique du second ordre. On écrit : 

(1) <£>(j, m) = j < m A Vz(z < j — > m)) A \/k(j < k < m — > Bi(z < j A ->A(i, k))) ; 

(2) ${j',m!) =f < m' A\/i(i < f -> A(i,m')) AVk(f < k < m' -> 3z(z < f A->A(i, k))). 

i) Si j' < j, on a j' < m d'après (1) ; on peut donc faire k = m dans (2), puisque m < m', 
ce qui donne 3i(z < j' A m)) donc 3i(z < j A — m)), ce qui contredit (1) ; on a 
donc j < j'. On peut alors faire i = j dans (2), ce qui donne A(j, m'). 

ii) De $(j',m') et j < j', on déduit j < m' A Vi(i < j — » A(i,m'). Si m est le premier 
entier m' qui a cette propriété, on a $(j, m). 

C.Q.F.D. 

On peut alors montrer (*) ; l'entier j étant fixé, il y a deux cas : 

• Si on a 3m$(j, m), le résultat découle immédiatement du lemme l327 i). 

• Sinon, d'après le lemme l327ii). on a \/j'\/m'[<&(j', m') — > j' < j]. Si on a Vj'VW-i $(j', m'), 
la propriété (*) est évidente. Sinon, soit jo le plus grand entier tel que 3mf (j'o,m). On 
a alors Vj'VW^j', m') — > j' < jo]- D'après le lemme l327 i). on a : 

VjVmVW[$(jo, to), $(j', m'), m < m' — > _L], ce qui donne le résultat voulu, puisque l'on 
a 3m $(j , w). 
C.Q.F.D. 

Pour obtenir la quasi-preuve cdi, il suffit de prouver la formule Vj3m $(j, m) à l'aide des 
hypothèses. En effet, puisque qu'on a trivialement h <ï>(j, m) — > j < m, on en déduira : 
Vj3m(j < m A $(j, m)), soit Vj mt 3m mt (j < m A p(Af)(m)) c'est-à-dire C[p(Af)]. 
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Lemme 33. h VjVm(j < m, B(j,m) — > 3m$(j, m)). 

Il suffit de considérer le premier entier m tel que j < m et B(j,m). 
C.Q.F.D. 

Il reste donc à prouver la formule Vj3m(j < m A B(j, m)). On montre en fait la formule 
VjV/3m(/ < m A B(j, m)) ; ou encore : 

(*★) VjV/(3m > Z)(Vi < j)(Vy/^)Ym. 

On a les hypothèses : 

(HO) VnVïVZ(ytXn,ZtXn^Y = Z). 

(Hl) Vn3F(F^n). 

(H2) VnVF(y^n^C[y]). 

(H3) Vj(Vi < j)WVZ(ZtXi,YfXj -> -.<C[y \ Z]) 
(puisque F < Z s'écrit -C[y \ Z]). 

Or, l'hypothèse (H3) donne : 

Vj(Vz < j)(VZ £ Xi)(VY £ Xj)Bl(Vm > l)(Ym -> Zm). 

Avec (HO), appliqué pour n = j, puis n = i, on en déduit (lemme l34T ii)) : 

Vj(Vi < j)3l(yZ^Xi)(yY^Xj)(ym > l)(Ym -> Zm), soit : 

Vj(Vi < j)3/(Vm > Z)(VT^j)(VZ^/)(ym -> Zm), c'est-à-dire : 

Vj(Vî < j)3/(Vm > zj(Vy^j))(ym -> A(i,m)), puis (avec le lemme E3(i)) : 

Vj'3Z(Vm > Z)(Vi < j')(Vy^j'))( ym A(i,m)) et enfin : 

Vj"3Z(Vm > l)(yY^Xj)(Ym -> B(j,m)). 

Or, la proposition (**) à démontrer s'écrit VjV7(3m > l)B(j,m). 

Grâce à l'hypothèse (Hl), on est donc ramené à montrer VjV7(3m > Z)(Vy ^ Xj)Ym, ce 
qui est l'hypothèse (H2). 
On a utilisé : 

Lemme 34. 

i) (Vz < j)3/(Vm > Z)F h 3/(Vm > Z)(Vz < j)F sz Z n'es£ pas libre dans F. 

ii) \^ £ Xn)(yZ £ Xn)(Y = Z), (VY ^ Xn)3l F ^ 3l(VY ^ Xn) F 
quelle que soit la formule F. 

i) Immédiat, puisque les quantificateurs sur les individus sont supposés restreints aux 
entiers. 

ii) Conséquence de la formule réalisée WYWZ(Y = Z, G[Y] — » 67[Z]). 
C.Q.F.D. 

L 'ultrafiltre 

Notations. 

Rappelons que X Ç Y = Vn mt (Xn — » 7n) (X, y sont des variables de prédicat unaires 
de SR ou SRi) et que X < Y = ^C[X \Y] = 3Z int Vm int (Z < m, Xm -> Fm) lorsque X 
et y sont des variables de condition, c'est-à-dire des variables de prédicat unaire de SR . 
On généralise cette notation aux variables de prédicat unaire de SRi. On définit donc la 
formule de SRi : X + <Y+ par 3Z int Vm int (Z < m,X+m -> y+m). 

Rappelons que, lorsque F est une formule close de SRi, on écrit \\\- F pour exprimer 
qu'il existe une quasi-preuve 9 telle que (9, 1) ||f- F. 
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Dans la structure SRi, on a défini le générique comme un prédicat unaire J sur les 
conditions, en posant ||| J(X)||| = Ilx{X}, pour tout X G P(n) N . On définit, dans SRi, 
un prédicat J d'ordre 3, par la formule : 

J(X + ) = \/X(X ~ X+ ^ J(X)) 
où X, X + sont des variables de prédicat unaire. 

Proposition 35. 

i) ||f vx+vy+(x+ ~r+, l 7(x+) -+j(y+)). 

ii) ||f VXVX+(X ~X+ -> (J(X) <-> 

i) La formule considérée s'écrit VX+VY+VY(X+ ~ Y + , J(X + ), Y ~Y + -> J(Y)). 
Elle est trivialement démontrable : de X + ~ Y + , Y ~ Y + , on déduit Y ~ X + ; 
avec J7"(X + ), on en déduit J{Y). 

ii) Par définition de J , on a h X ~ X+, .7(X + ) -> J(X). 

Inversement, d'après le théorème I2TÏV ) . on a ||- VXVY(J(X), Y < X — > J(Y)) et donc : 
|(f- VXVY(J(X), X ~ F — > ./(Y)). Or, cette formule a pour conséquence : 
X ~ X+, J(X) -> VY(Y ~ X+ -> J(Y)), c'est-à-dire X ~ X+, J(X) -> J{X+). 
C.Q.F.D. 

Théorème 36. ||^VX + VY + (Y+ < X+, J r (X+) -> ./(Y+)). 

D'après le théorème EH(v), on a ||f VXVY(Y < X, J(X) -> J(Y)). 
Le théorème M donne ||j-VX+3X(X + ~ X). 

La proposition [35](ii) donne ||f VXVX+(X ~ X+ -> (J(X) J(X + ))). 
Désignons ces trois formules par Fq,Fi, F 2 et soit F la formule : 
VX+VY+(Y+ < X+,J(X+) -> J r (Y+)). On a : 

($0) 1) IH~ -^b i 1) III - ^1 ; (^2, 1) ||f"-^2 ou 6*o , ^1 , ^2 sont des quasi-preuves. 
On a de plus F , F 1; F 2 h F et donc x : Fo, Xi : Fi,x 2 : F 2 \- t[x , xi, x 2 ] : F, 
où i est une quasi-preuve ayant les variables libres x , xi, x 2 . D'après le théorème [I] (lemme 
d'adéquation), on a donc t[(9 , l)/x , (6 1 , l)/xi, (9 2 , l)/x 2 ] = (t*[6 /x 0l 6 1 /x ll 6 2 /x 2 ] 1 l) \hF. 
C.Q.F.D. 

Lemme 37. ||f- VX(J(1 \ X) <-»• ^J(X)). 

D'après le théorème EU» et (vi), on a ||f VX(^J(X) <-> VY(^C[X A Y] -> J(Y))). 
Or, la formule VY(^C[X A Y] -> J(Y)) équivaut à VY(Y < (1 \ X) -> J(Y)). D'après 
le théorème ED^v), on a ||f J(l \ X) <-> VY(Y < (1 \ X) -> J(Y)). On en déduit 
||f VX(J(1\X) <-> -iJ(X)). 
C.Q.F.D. 

Théorème 38. 

i) llf-^(l)- 

«; |H-vx+( 1 7(i\x+)^-. i 7(x+)). 

m; Hf VX+VY+hJ r (X+), J r (X+ A Y+) -> J r (Y+)]. 

i) D'après le théorème l2ÏT i). on a ||f- ->J(Ï). La proposition l35T ii) donne alors -ij7"(l). 

ii) Le lemme I3T1 donne |H-VX(J(1 \ X) «-> -iJ(X)). En appliquant la proposition l3"5T ii) 
et le théorème [2H1 011 obtient le résultat voulu. 
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iii) D'après le théorème ET^iii), on a ||f- VXVF [-. J(X), J{XAY) -> J(Y)}. En appliquant 
la proposition l35T ii) et le théorème [29] on obtient le résultat voulu. 
C.Q.F.D. 

Remarque. Les théorèmes [36] et [38] montrent que J est un idéal maximal non trivial sur 
l'anneau de Boole des parties de N. 



Programmes obtenus à partir de preuves 

Soit F une formule close restreinte de l'arithmétique du second ordre (c'est-à-dire une 

formule du second ordre dont tous les quantificateurs d'individu sont restreints à N). 

Soit x : AU, y : ACD h t[x, y] : F une preuve de F en arithmétique du second ordre, 

avec l'axiome du choix dépendant ACD et l'axiome AU de l'ultrafiltre sur N, énoncé sous 

la forme : " J est un idéal maximal non trivial sur V(N) " . 

On a donc x : AU h u[x] : G avec u[x] = Xyt[x, y] et G = ACD — > F. 

Dans la section précédente, on a obtenu une quasi-preuve 9 telle que (9, 1) AU. 

Le théorème [T] (lemme d'adéquation) donne u[(9,l)/x] \\\- G et donc (u*[9/x], 1) G. 

D'après le théorème [3Ô1 on a donc Xg u *[Q/ x } — > G, c'est-à-dire : 

XgU*[9/x] |f C[l], ACD -> F. Or, on a des quasi-preuves £ |fC[l] et r] |f- ACD. 

On a donc finalement Xg^^/^I&Wo l] - -^ 1 - 

On peut alors appliquer au programme Ç = Xg u *[@/ x }ÇoVo t° us l es résultats obtenus dans 
le cadre de la réalisabilité usuelle. Le cas où F est une formule arithmétique (resp. U\) 
est étudié dans [3] (resp. [4]). 

Pour prendre un exemple très simple, si F = VX(A1, XO — > XI), on a (*k, . k' . tt y- n-kn 
quels que soient les À c -termes k, k! et la pile tt. 



Sélectivité 

On montre ici que l'ultrafiltre défini dans SRi par le prédicat est sélectif (voir [1]). 
Cela signifie que, pour toute partition de N dont aucun élément n'est dans l'ultrafiltre, il 
existe un élément de l'ultrafiltre qui rencontre chaque élément de la partition en au plus 
un point. 

Notation. Dans cette section, tous les quantificateurs d'individu sont restreints aux 
entiers. On écrira donc Vx au lieu de Va; . 

X, Y sont des variables de prédicat unaire, Z une variable de prédicat binaire. 
On désigne par : 

• Part[Z] la formule Vj3m Zmj A VmVm'(Zmj, Zm'j — > m = m') 
(lire " Z est une partition de N "). 

• Prem[j, X, Z] la formule 3m[Xj A Zmj A (Vz < j)->(Xî A Zmi)\ 

(lire " j est le premier élément de X dans sa classe d'équivalence (mod. Z) "). 

• R[X, Z] la formule VBj{Xj A (Vm < l)^Zmj) 

(lire " X rencontre une infinité de classes d'équivalence (mod. Z) "). 

Lemme 39. Part(Z), R[X,Z] h Wn(3j > n) Prem[j , X , Z] . 
On a en effet : 

\/j3mZmj, R[X,Z] h V/(3m > l)3j(Xj A Zmj) (1) 
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et, par ailleurs : 

VmVm'(Zmj, Zm'j — > m = m') h Vn3i(Vm > l)Vj(Zmj — > j > n) (2) 
On a donc : 

Part(Z), R[X, Z] h Vn3m[3j(^j A Zmj) A Vj(Zmj -»• j > n)} (3) 
(étant donné n, on choisit d'abord Z par (2), puis m par (1)). 

L'ordre sur N étant bien fondé, on a h Vm[3j F(j) — » 3j(F(j) A (Vi < j)-iF(ï))] quelle 
que soit la formule F. Donc : 

h Vm[3j(Xj A Zmj) -> 3j(Xj A Zmj A (Vi < j)^(Xi A Zrm'))] (4) 
De (3) et (4), on déduit : 

Part(Z), R[X, Z] h Vm3m(3j > n)[Xj A Zmj A (Vz < j'HXi A Zmi)\ 
ce qui est le résultat voulu. 
C.Q.F.D. 

Lemme 40. ||f ^J(X),VY\/m(Vj(Yj «-> Zmj) -> J(F)) -> #[X, Z]. 

Il suffit de montrer que l'on a T, ^J(X), VrVm(Vj(Fj <-> Zmj) -> J(F)) h R[X, Z] 
où T est la suite des propriétés du générique J données au théorème |2T] et au lemme [371 
La propriété (iii) du théorème M s'écrit \\^\/YVY'(^J(Y), -J(F') -> ^J(Y A Y')). 
Le lemme E7J donne VY(J(1 \ Y) ->J(Y)). On en déduit : 

\fwW(J(Y), J(Y') -> J(y V F')) (5) 
De VyVm(Vj(yj <-> Zmj) — > J(Y)), on déduit donc, en raisonnant par récurrence sur Z : 

VFVZ[Vj(Fj <-> (3m < l)Zmj) -> J(F)]. 
De -iJ(X), on déduit J(l \ X) par le lemme 1371 
En appliquant (5) une fois de plus, on obtient donc : 

VFV/[Vj(Fj «-> -Xj V (3m < Z)Zmj) -> J(F)]. 
Or, le théorème l2~iTi) donne ||)--ij(l). En faisant Y — 1 (c'est-à-dire Yj = T pour tout 
j), on obtient VZ3j(Xj A (Vm < l)-*Zmj), c'est-à-dire R[X, Z]. 
C.Q.F.D. 

Désignons par Part'(Z) la formule Part(Z) A VYVm(Vj(Yj <-> Zmj) — » J(Y)) 
(lire " Z est une partition dont aucun élément n'est dans l'ultrafiltre "). 

Lemme 41. ||f Part(Z),yXVY(Vj(Yj «-> Prem\j,X,Z\) -> J(F)) -> _L. 

En appliquant les lemmes [39] and Hûl on obtient : 
|H- Part'(Z) -> VX(^J(X) -> Vn(3j > n)Prem[j,X, Z]). 

On applique alors le théorème [22], en définissant la fonction (f> : V(R) — > T^II) 1 ^ par : 
0(X)(j) = ||Prem[j, X, Z] || (noter que h Premfj, X, Z] XjAPrem[j, X, Z]). 
On en déduit Part'(Z), VX J[<p(X)] — > _L, ce qui est le résultat cherché. 
C.Q.F.D. 

Désignons par Part + (Z + ) la formule Part(Z + ) A VY + Vm(Vj(Y + j <-» Z + mj) — » J7"(Y + )) 
(lire " Z + est une partition dont aucun élément n'est dans l'ultrafiltre "). 

Théorème 42. 

||^VZ + { J Pari + (Z + ),VX+Vr + (Vj(F + j «-> Prem[j,X + ,Z+]) -> -> _L}. 

Il suffit de remarquer que cette formule est conséquence de : 
VZ{Part'(Z),VXVF(Vj(Fj «-> Prem[j,X, Z]) -> J(F)) -> _L} 
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(qui est donnée par le lemme HJJ 
VX+3X(X+ ~ X), VZ+3Z(Z+ ~ Z) 

(qui sont données par le théorème l29l) 
et de |||-VXVX + (X ~ X+ -> (J(X) <-> J7(X+))) 

(qui est donnée par la proposition l35Tii) ) . 

C.Q.F.D. 

Le théorème 1421 exprime que, si Z + est une partition de N dont aucun élément n'est dans 
l'ultrafiltre, alors il existe une partie X + de N et un élément Y + de l 'ultrafiltre, tels 
que Y + soit formé des éléments de X + qui sont les plus petits possibles dans leur classe 
d'équivalence. Cela implique que Y + rencontre chaque classe d'équivalence en au plus un 
point. L'ultrafiltre est donc sélectif. 
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